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译者序 


线性代数教材非常多，这本 Linear Algebra Done Right 肯定 
是最具特色、最流行的线性代数教材之一.原书1996年出版了 
第1版，1997年出版了第2版，到2008年已经印刷了 11次，被 
30多个国家的220多所高等院校用作教材. 

本书的主要内容是向量空间和线性算子.描述线性算子的 
结构是线性代数的中心任务之一,传统的方法多以行列式为工 
具.作者认为行列式既难懂，又不直观，还缺少动机，致使思路 
曲折，从而掩盖了线性代数的本质.因此，本书完全抛开行列式， 
采用更直接、更简捷的方法阐述了线性算子的基本理论，这种独 
特的方法可以帮助学生更加深刻地理解线性算子的结构.作者 
认为这才是恰当的方法. 

本书虽然是线性代数的第二课程的教材,但是它起点低，由 
浅入深，论述详细，无需线性代数方面的预备知识即可学习，因 
此很适合作自学教材和参考书.本书还对一些术语、结论、数学 
家、证明思想和启示等做了注释，这不仅增加了趣味性，而且加 
强了读者对一些概念和思想方法的理解. 

本书的内容大致相当于我国高校数学院系高等代数课程一 
个学期的教学内容.本书在内容编排和处理方法上与国内通行 
的做法大不相同,是一本很好的参考书，对我国高等代数课程的 
教学、教研、教改都有很好的借鉴作用. 

在本书的翻译过程中，我们得到了作者 Sheldon Axler 教授 
及吉林大学研究生郭宏博和李建涛的帮助，特此致谢. 

由于译者的中文和英文水平都有限，因此译文难免有词不 
达意之处,欢迎读者指正. 


译 者 
2008年10月 



你可能正准备给学生讲授第二门线性代数课程.学生在第 
一次接触线性代数时，可能只是学习了欧氏空间和矩阵，而现在 
本课程强调抽象的向量空间和线性映射， 

需要对本书这个大胆的书名 (Linear A lgebra Done Right ) 做 
一些解释.几乎所有的线性代数书都使用行列式来 证明： 有限维 
复向量空间上的线性算子都有本征值.但是，行列我既难懂又不 
直观,而且其定义的引入也往往缺少动机.为了证明复向量空间 
上本征值的这个存在性定理，大部分教科书都必须先定义行列 
式，再证明一个线性映射不可逆当且仅当它的行列式等于0,然 
后定义特征多项式.这种曲折的（折磨人的?）思路根本不能让 
学生领会为什么本征值一定存在. 

与此相反，本书所给岀的不使用行列式的简单证明更直观. 
本书把行列式放在了最后/这就幵辟了一条通往线性代数的主 
要目标——理解线性算子结构的新途径. 

本书从线性代数的初步知识讲起，除了一般的数学基础之 
外，不再需要更多的预备知识.本书大部分习题都需要理解书 
中的证明，即使学生已经接触过本书前几章中的一些内容，他们 
也会不习惯做本书所提供的这种类型的习题. 

•第1章给出了向量空间的定义，并且阐述了它们的基本 
性质. 

•第2章定义了线性相关、张成、基、维数，并给出了有限 
维向量空间的基础理论. 

• 第3章引入了线性映射.这一章的主要结果是，线性映射 
的零空间的维数加上值域的维数等于定义域的维数. 

•第4章给出了多项式的部分理论，这是理解线性算子所 
必需的.如果在课堂上把本章的证明都讲一遍（本章没 
有线性代数内容)，那么线性代数的某些重要内容可能就 
没时间讲了.学生应该己经熟悉本章关于多项式的这些 
定理，因此可以要求他们只看结果的陈述而不看证明.当 
然，好奇的学生还是会看其中的一些证明的，这也正是本 
书包含这些证明的原因. 

•第5章引入了本征向量，这源自将线性算子限制到更小 



的子空间上来研究的思想.本章的精彩之处是复向量空 
间上本征值存在性的简洁证明.我们还利用这个结论，证 
明了复向量空间上的线性算子关于某个基有上三角矩阵. 
用类似的方法，证明了实向量空间上的线性算子都具有1 
维或2维的不变子空间，并利用此结果，证明了奇数维实 
向量空间上的线性算子都有本征值.我们的这些证明都 
不需要定义行列式和特征多项式. 

•第6章定义了内积空间，阐述了它们的基本性质并介绍 
了一些标准工具，如规范正交基、格拉姆-施密特正交化 
过程以及伴随.本章还介绍了如何利用正交投影来解某 
些极小化问题， 

•第7章的精彩之处是谱定理，它刻画了本征向量可以组 
成规范正交基的线性算子.有了前几章的工作,本章的证 
明都特别简单.这一章还讨论了正定算子、线性等距同 
构、极分解以及奇异值分解. 

* 第8章引入了极小多项式、特征多项式以及广义本征向 
量，主要成果是用广义本征向量来描述复向量空间上的 
线性算子.利用这个描述可以证明出几乎所有通常要使 
用 Jordan 形来证明的结果.例如，用这些工具我们证明 
了复向量空间上的可逆线性算子都有平方根.本章最后 
证明了复向量空间上的线性算子都有 Jordan 形. 

•第9章的核心是实向量空间上的线性算子.此类算子可 
能没有本征值，而2维不变子空间弥补了这一不足，从而 
可以得到与复向量空间类似的结果. 

• 在第10章中，我们利用特征多项式给出了迹和行列式的 
定义（前面定义特征多项式时并未使用行列式).在复向 
量空间上，这些定义还可以用另一种方式来 陈述： 迹是所 
有本征值之和,行列式是所有本征值之积（两种情况都计 
重数).传统的处理方法是利用行列式来证明本征值的存 
在性,这不可能得到这些好记的定义.我们现在的处理方 
法也使得行列式的一些标准定理变得更加清楚.我们利 
用极分解和自伴算子的刻画导出了多重积分的换元公式, 
这就使得行列式在其中的出现看起来非常自然. 

通过取 F 表示实数域或复数域，本书经常同时发展实向量 
空间和复向量空间上的线性代数瑪论.也可以釆用抽象的域，但 


致教师 3 


这只会增加抽象性而不会导出线性代数的任何新内容.只考虑 
实数和复数的另一个理由是,可视多项式为真正的函数,而不必 
像在有限域上那样把多项式看作更形式化的对象.最后还有一 
点，即使理论的开始部分可以在任意域上展开,但是内积空间还 
是会把我们的讨论拉回到实向量空间和复向量空间. 

即便是这么薄的一本书，你也不要指望能把所有内容都讲 
完.一学期讲完前八章就已经是一个雄心勃勃的目标了.如果 
一定要讲到第10章,我建议快速讲完第1章、第2章和第4章 
(学生可能在以前的课程中学过这些内容)，并跳过第9章（在这 
样的情况下，你就只能在复向量空间上讨论迹和行列式). 

提高学生理解和熟练运用线性代数知识的能力要比讲授任 
何一套特殊的定理都更重要.数学只能做着学，好在线性代数有 
很多好的作业题.在教这门课程时,我通常每次课留两三道习题 
作为作业，要求到下次课时交.讲解作业大概要占用一节课的三 
分之一甚至一半的时间. 

有一份包含全部练习题答案的手册可供（免费）使用，但只 
提供给使用本书作为教材的教师.教师可以给我发 E - mail 索取 
该手册（也可以和 Springer 出版社联系). 

请到我的网站上查看本书的勘误表（我希望它是空的或者 
几乎是空的）和其他信息. 

如果你能告知本书中的错误，哪怕是很小的错误，我都会十 
分感激.欢迎为本书的改进提出建议，哪怕是细微的改进.请随 
时和我联系. 

祝你教学愉快！ 


Sheldon Axler 
美国旧金山州立大学数学系 
美国旧金山， CA 94132 
E - mail : axler^math. sf su. edu 



致学生 


你可能要学习第二门线性代数课程.在你第一次接触线性 
代数时，学习的重点可能是欧氏空间和矩阵.而本书关注的是向 
量空间和线性映射.这些术语以后会定义的，所以即使你现在不 
了解这些术语的含义也没关系.本书从线性代数的初步知识讲 
起，不需要线性代数方面的任何基础.关键是你要潜心于严谨的 
数学，尤其要深入地理解定义、定理、证明. 

别指望读数学书能像读小说一样.要是你不到一小时就读 
完一页的话，那就可能读得太快了.当遇到“你应该验证”这样 
的话时，你的确需要自己动笔来验证一下.有些证明步骤被省略 
了，你要将其补充完整.对每一个定义都要仔细琢磨，用心体会. 
对每一个定理都要试着举例说明为什么定理中的假设都是必要 
的. 

请到我的网站上查看本书的勘误表（我希望它是空的或者 
几乎是空的）和其他信息. 

如果你能告知本书中的错误，哪怕是很小的错误，我都会十 
分感激.欢迎为本书的改进提出建议，再小的建议我都欢迎. 

祝你学习愉快！ 


Sheldon Axler 
美国旧金山州立大学数学系 
美国旧金山 ， CA 94132 
E - mail : axler @ math . sf su . edu 



万分感谢在过去的两个世纪里为创建线性代数贡献智慧的 
数学家们.在撰写本书的过程中，我尽量寻求阐述线性代数理论 
和证明其定理的最佳方式，而不去借鉴大多数教科书中所采用 
的标准方法和证明.虽然我确实受到了过去所学习过的许多书 
籍的影响，但在本书的撰写过程中我并没有参考任何其他的书 
籍.本书中大部分结果都属于公共的数学遗产.定理的某个特 
殊情况可能在古代（对线性代数来说这指的是 19 世纪）被首次 
证明，现在我们看到的定理是众多数学家经过数十年不断地加 
强和完善才得到的.但要一一列举每一位数学家的确切贡献却 
是一项很困难的任务，本书也就没有逐一列出.无论如何，读者 
都不要把本书中的任何定理当成我的原创： 

本书在很多人的帮助下才得以完善.感谢下列人员提出宝 
贵建议和指正： William Arveson (建议了定理 5.13 的证明)， Mar¬ 
ilyn Brouwer, William Brown, Robert Burckel, Paul Cohn, James 
Dudziak, David Feldman (建议了引理 8.40 的证明)， Pamela Gor¬ 
kin, Aram Harrow, Pan Fong Ho, Dan Kalman, Robert Kantro- 
witz, Rainana Kappagantu, Mizan Khan, Mikael Lindstrom, Ja¬ 
cob Plotkin, Elena Poletaeva, Mihacla Poplicher, Richard Pot¬ 
ter, Wade Ramey, Marian Robbins, Jonathan Rosenberg, Joan 
Stamm, Thomas Starbird, Jay Valanju, Thomas von Foerster. 

最后，感谢 Springer 出版社在我需要时所给予的帮助，并允 
许我最终决定本书的内容和版式. 
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第 1 章向量空间 


线性代数主要研究有限维向量空间上的线性映射.这些术 
语的含义我们以后会搞清楚的。本章将给出向量空间的定义，并 
讨论向量空间的基本性质. 

在某些数学领域，包括线性代数，如果在研究实数的同时也 
研究复数，就会得到更好的定理，而且理解也会更深刻.因此，我 
们先介绍复数及其基本性质. 



2 第 1 章向量空间 


§1.1 复 数 


瑞士数学家欧 
拉 (Leonhard 
Euler ) 于 1777 
年最先使用符 
号 i 来表示 
^ 1 . 


你应该已经熟悉实数集 R 的基本性质.复数的发明使得 
我们可以对负数取平方根.关键思想是假定 --1 有平方根，记 
为％并按照通常的算术法则对 z 进行运算.形式上，一个复数 
(complex number ) 就是一个有序的数对 ( a , 6), 其中 a ，6 € R ， 
但是我们把它写成 a + M . 把所有复数构成的集合记为0: 

C — {a -\-bi : a，b G R }. 

若 a G R , 则将 a + Oi 和 a 看成是一样的.于是可以将 R 看作 
C 的一个子集. 

C 上的加法和乘法定义 如下： 


(a -f- 6i) + (c + d/i) — (ci + c) + (6 + d 、 i, 

(a + + (1%) {jxc — bd?j bc ) i , 

其中 a ,6, c , deR . 在这样的乘法下，你应该验证 i 2 = -1. 不要 
去背上面的复数乘法公式，只要记住 i 2 = -1 并利用通常的运 
算法则就可以推导出这个公式. 

利用熟知的实数的性质，你应该验证， C 上的加法和乘法满 
足以下 性质： 

交换性 （ commutativity) 

对所有 z G C , 都有 w z — z w , wz = zw \ 

结合性 （ associativity) 

对所有 A , 句 ，勿 eC , 都有 

(zi + z 2 ) - i - Z 3 = Z ! -h ( z 2 + z 3 ), ( z ! Z 2 ) z 3 = Z !( z 2 Z 3 )； 

单位元 (identities) 

对所有 Z E C , 都有 z + 0 = z, zl Z] 


加法逆 （additive inverse) 

对每个 z e C, 都存在唯一一个 w e C, 使得 z + w 

乘法逆 (multiplicative inverse) 

对每个 z e c, z 都存在唯一一个 w e C, 使得⑽ = l ; 



分配性质 (distributive property ) 

对所有 \ w,z e C , 都有 A(w + z ) — Xw 4" Xz . 

对 z G C ， 以 - z 表示 z 的加法逆.因而，是使得 

之 + \—z) — 0 

的唯一复数 . C 上的减法定义为 

w — Z = w (― z), 

其中 w,z eC . 

对 z e C，z # 0,以 1/ z 表示; r 的乘法逆.因而 ,1" 是使得 

z ( l / z ) = 1 

的唯一复数。 C 上的除法定义为 


w/z = w { l / z ), 


其中 w,z e C, z 0. 

为了使给出的定义和证明的定理对于实数和复数都适用，我 
们将釆用如下 记号： 

本节中 F 总表示 R 或 

于是，如果我们在 F 上证明了一个定理，那么将其中的 F 换成 
R 或 C, 定理照样成立 . F 中的元素称为标量 (scalar). “标量” 
就是数的意思.通常用标量来强调一个对象是数，而不是向量 
(马上就给出向量的定义). 

对2： 6 F 及正整数 m ， 我们把定义为 m 个 z 的乘积： 



m 个 


显然，对所有6 F 及正整数 m ， n ， 都有 ( z m ) n = z 
( wz) m = w m z m . 


选用字母 F 是 
因为 R 和 C 
都是 所谓域 
( field ) 的例子. 
本书并不讨论 
R 和 C 之外 
的域.线性代 
数中4艮多对 R 
和 C 成立的定 
义、定理、证明 
对任意域都照 
样成立. 
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很多数学家称 
长度为 n 的组 
为 n 元组 (tu¬ 
ple). 


§1.2 向量空间的定义 

在给出向量空间的定义之前先来看两个重要的例子.向量 
空间 R 2 可以看作一个平面，它由所有有序实数对 构成： 

R 2 = {{x,y) :x,y e R}. 

向量空间 R 3 可以看作通常的空间，它由所有有序三元实数组构 
成： 


R 3 ^ {{pc,y,z) : x,y,ze R}. 

为了把 R 2 和 R 3 推广到更高维,需要先讨论组的概念.设 
n 是一个非负整数.长度 (length) n 的组 (list) 是按序排 
列、用逗号隔开并且两端用括弧括起来的 n 个对象（可以是数、 
其他组或者更抽象的东西).一个长度为 n 的组具有如下 形式： 

(工 1， • • • ， *^ n ) • 

于是,长度为2的组是有序对,而长度为3的组是有序3元组.对 
于 G I 1 , …， n } ，称 A 是上述组的第 j 个坐标 (coordinate). 
因此， A 称为第一个坐标，的称为第二个坐标，依此类推. 

有时候我们只说组 (list) 而不指明其长度.但要记住，根据 
定义,每个组的长度都是有限的，这个长度是一个非负整数.因 
此，形如 


(^1，工2,… ） 


的对象不是组，或许可以称其具有无限长度.长度为0的组形 
如： G ; 将其视为组,可使一些定理避免平凡的例外. 

两个组相等当且仅当它们长度相同并且对应的坐标相等.也 
就是说， (xi , ,x m ) 等于（仍，… ，2/ n ) 当且仅当 m — n 并且 

X 1 ~ ?/l ? * * * ? x m = Vm - 

组与集合有两点 不同： 组是有顺序并且允许重复的，而对于 
集合来说,顺序和重复都无关 紧要. 例如，组（3, 5) 和 (5,3) 是不 
相等的,但是集合{3, 5} 和 {5,3} 是相等的.组 (4,4) m (4,4,4) 
是不相等的（它们的长度不同)，而集合{ 4 , 4 }和 {4,4,4} 都等于 
集合 {4}. 
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要定义 R 2 和 R 3 的高维相似物，只要用 F (等于 R 或 C ) 
代替 R ， 并且用任意正整数代替 2 或 3 即可.特别地，在本节的 
其余部分,我们将固定一个正整数 n . 定义 I - 为 F 中元素组成 
的长度为 n 的组的 集合： 


F 1 


{( n ，… , x n ) : xj e F , j 


， n}. 


例如，若 F = R 并且 n 等于 2 或 3, 则 F n 的这个定义与前面 
R 2 和 R 3 的定义是一致的.又如， C 4 是所有含4个复数的组所 
构成的 集合： 

C 4 二 {(^1,^2, ^3,^4) : Z 1 , Z 2 , Z 3 , Z 4 E C }. 

若 d 则将 R " 想象成一个物理对象并非易事.如果我 
们讨论复数，也会有同样的 问题： C 1 可以看成一个平面，但是 
对于 n > 2,人类的大脑不能产生的几何模型.不过即使 n 
很大，我们仍可以在 F - 上进行代数运算，而且就像在 R 2 或者 
R 3 上一样地容易.例如， F 71 上的加法可以通过相应坐标相加来 
定义： 

1.1 0^1，...，: Cn) + 0/l，... , Vn) = {xi +yi，-.. ,X n -\-y n ). 

如果我们采用单个字母来表示含有 n 个数的组，而不明确 
地写出每一个坐标，那么 F " 上的数学通常会变得更简洁.因此， 
P n 上的加法交换性可以表 述成： 对所有 x , yeF n 都有 

x + y — y x, 

而不必更繁琐地写成（即使在证明交换性时需要下面这个公 式): 
对所有 工 1 ， • • •，工 n ，， • • • ， G F 都有 

(Zl ， ■ . . ， $n) + (2/l ， . . . ， Vn) ― {yi ，’ .‘ ， Vn) + ( 尤 1 ， . . ♦ ， ^n) • 


关于生活在 R 2 
中的生物如何 
感知 R 3 的有 
趣描述，可读 
一读 Edwin A . 
Abbott 所著的 
Flatland : A 

Romance of 
Many Dime ¬ 
nsions . 这部 
1884 年出版的 
小说可以帮助 
像我们一样生 
活在三维空间 
中的生物想象 
四维和更高维 
的物理空间. 


女口果用单个字母来表示 F n 中的一个元素，那么在必须列出坐标 
时，通常用带有适当下标的同一字母来表示其中的坐标.例如， 
若 : r € F ' 则令 X 等于 （ m …，: r n ) 就是很好的记法.如果可能 
的话，只讨论 x 而省略具体的坐标会更好. 


f #、^>_- r 4 i $ 二-鑪霉處 屢”靈 J 


0 § 
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用0表示长度为 n 且所有坐标都为 () 的组： 

() = (()，•..，())• 

注意，我们用两种不同的方式使用符号 （)- 在上式的左边 ， 0 
表示个长度为 n 的组，而在右边，每个 () 都表示•个数.这种 
有可能引起混乱的做法实际上不会产生任何问题，因为上下文 
会表明 () 指的是什么.例如，考虑 陈述： 对于 F n 的加法单位元 
0有， 

x -h 0 - x , x E F n , 

这里0必然是一个组，因为我们从未定义过 F " 中元素（即 ./;) 
与数0的和. 

图形往往有助于直观.因为我们很容易把 R 2 勾画在如纸 
或黑板这样的二维表面上，所以我们可以通过画图来描绘这个 
空间 . R 2 上的典型元素是点： r = { x u x 2 ). 有时候我们不把 .7; 
看作一个点，而是看作一个始于原点终于 (.Xl,X* 2 ) 的箭头，如图 
1-1 所示.当把: r 看作一个箭头时，则称之为向量 ( vector ). 



这些坐标轴和具体的坐标使得图 1-1 有点乱，省略它们而只 
考虑向量往往更好理解，如图 1 - 2 . 

每当我们使用 R 2 中的图形或者关于点和向量的有些含糊 
的语言时，要记住，这只是为了帮助理解,而不是要取代将要发展 
的真正的数学，虽然我们画不好高维空间中的图，但是高维空间 







#||兩- 


售 tf.5^ 
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中的元素也像 R 2 中的元素一样被严格地定义.例如，(2,-3 7 17, 

%力)是 R 5 中的元素，而且我们偶尔还把它看作 R 5 中的点或 
者 R 5 中的向量，而不用担心 R 5 的几何是否有物理意义. 


图 1-2 向量 

经济学中的 
数学模型通 
常有上千个 
变量，比如说 

…， X^OOO , 

这就意味着必 
须在 R 5 _ 中 
进行运算.这 
样的空间不能 
通过几何手段 
来处理，但是 
代数方法却可 
以很好地发挥 
作用.这就是 
我们的课程称 
为线性 代数的 
原因. 

图 1-3 中对于向量2/的处理阐述了一个普遍原理：在把 R 2 
中的向量看作箭头时,可以把箭头平行移动（不改变它的长度和 
方向)，并且仍将其视为同一向量. 

在讨论了 F " 上的加法之后，现在来讨论乘法.我们或许可 
以用类似的方法来定义上的乘法，即通过 F 71 中的两个元素 
的对应坐标相乘来得到 I - 中的另一个元素.但经验证明，这样 


回想一下,我们通过相应坐标相加来定义 F " 中两个元素的 
和，参见 1.1. 特别地，在 R 2 中，加法有简单的几何解释.假设 
我们要把 R 2 中的两个向量 x 和 y 加起来，如图 1-3 左侧所示. 
把向量 y 平行移动使其始点与向量 x 的终点重合. 那么 ， x + y 
就是以 z 的始点为始点，以平移后的的终点为终点的向量， 
如图 1-3 右侧所示. 



图 1-3 两个向量的和 


r 




舅 — mis 
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的定义对我们是没有用的.另一种乘法，称为标量乘法，将在线 
性代数中占有重要地位.具体地，我们需要定义 F 中元素与 f - 
中元素的乘法.通过乘每个坐标，可以给出一个显然的定义： 


a(xi, • - - ,x n ) = {axi,- - - ,ax n ); 


在标量乘法中， 
我们把一个标 
量和一个向量 
相乘，得到一个 
向量.你也许 
熟悉 R 2 或者 
R 3 中的点积， 
它把两个向量 
相乘而得到一 
个标量.当我 
们在第6章学 
习内积时，点积 
的推广会变得 
很重要.也许你 
还熟悉 R 3 中 
的叉积，它将两 
个向量相乘而 
得到另一个向 
量.这种乘法 
在高维情形不 
存在有用的推 


其中 a G F, (xi ，…， 4 ) G F n . 

R 2 中的标量乘法有很好的几何解释.如果 a 是一个正数, 
$是 R . 2 中的一个向量，则向量 a ® 的方向与 a ? 相同，而其长度 
为 x 的长度的 a 倍.也就是说,为了得到⑽，只需将^收缩或 
者伸长 a 倍，这取决于 a < 1或者 a > 1,如图 1-4 所示. 




如果 a 是一个负数, a 是 R 2 中的一个向量，则向量 aa 的方向 
与 a 相反，而其长度为 x 的长度的 | a | 倍，如图 1-5 所示. 




图 1-5 乘以负标量 


定义向量空间的动机来自 F - 上加法和标量乘法所具有的 
重要性质.具体地， F ” 上的加法具有交换性和结合性，并且有 
单位元，即 0. 每个元素都有加法逆 . F " 中的标量乘法具有结合 
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性，并且1就像乘法单位元一样 • 最后， F 。 上的加法和标量乘 
法通过分配性质联系到一起. 

我们把向量空间定义为带有加法和标量乘法的集合 V ，使 
得加法和标量乘法具有上一段所述的性质 . V 上的加法 （ addi ¬ 
tion ) 指的是一个函数，它把每一对都对应到 V 的一 
个元素 u + v. V 上的标量乘法 (scalar multiplication ) 也是 
一个函数,它把任意 aeF . veV 对应到 F 的一个元素 ⑽ e V ' 
现在我们就可以给向量空间一个正式的定义.向量空间 
(vector space ) 就是带有加法和标量乘法的集合 F ， 使得下列 
性质 成立： 

交换性 （ commutativity) 

对所有 u^v eV , 都有 U + V = V + U ] 

结合性 （ associativity) 

对所有 UjV.w e V , a,6 G F , 都有 

(u + v) + w = u + (v + to), (ab)v — a(bv)] 

加法单位元 （additive identity) 

存在一个元素 0 e V ， 使得对所有 v eV 都有 v + 0 = v ; 
加法逆 (additive inverse) 

对每个 G F , 都存在 w eV 使得 v + w = 0 ] 

乘法单位元 （multiplicative identity) 

对所有 v 都有 lr = t ;; 

分配性质 （distributive properties ) 

对所有 Me F , 都有 

a(u + v) = au + av, (a + b)u = au + bu. 

向量空间中的标量乘法依赖于 F . 因此，在需要确切指明 
时，我们会说 F 是 F 上的向量空间,而不是简单地说 F 是向量 
空间.例如， R n 是 R 上的向量空间, C n 是 C 上的向量空间 .R 
上的向量空间通常称为实向量空间 (real vector space ), C 上 
的向量空间通常称为复向量空间 （complex vector space ). F 
的选取往往在上下文中是很明显的或者是无关紧要的,所以，我 
通常都假设 F 是自明的. 

向量空间的元素称为向量 (vector) 或点 (point). 这种几 
何语言有助于直观. 
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最简单的向量 
空间只含有一 
个点，即 {0} 是 
向量空间，但这 
是一个没多大 
意思的向量空 
间. 


虽然 F n 是向 
量空间的一个 
至关紧要的例 
子，但并不是所 
有的向量空间 
都是由组构成 
的.例如， P ( F ) 
的元素是 F 上 
的函数，而不 
是组.一般来 
说，向量空间是 
一个抽象的对 
象，其中的元素 
可能是组、函数 
或稀奇古怪的 
对象 • 


毫不意外，你应该验证 F " 是 F 上的向量空间.当然，这个 
例子为我们定义向量空间提供了动机. 

又如，考虑 F 00 , 它是由 F 中元素的所有序列构成的集合： 

F°° 二 {(x l 7 x 2 , … ） ：巧 e F，j = 1 5 2, • •• }. 

F - 中的加法和标量乘法的定义也和我们所料想的 一样： 

••） + (yi,y 2 ,'-) = (^i +2/1 ，工 2 + 約 ，- • *)， 

a ( xi ,. x 2 , …）= ( axi , ax 2 , …）. 

你应该验证，在此定义下， F 〜 成为 F 上的向量空间，其中的加 
法单位元是每个元素都为 0 的序列. 

下一个向量空间的例子是关于多项式的.一个函数 p : F -> 
F 称为系数在 F 中的 多项式 ( polynomial ), 如果存在 a ， 

a m GF 使得 

p(z) = a 0 + aiz + a 2 z 2 + - h a m z m , z eF. 

我们定义 V ( F ) 为系数在 F 中的所有多项式构成的集合. ^( F ) 
上加法的定义正如你 所料： 若 G P ( F ), 则 p + g 就是如下 
定义的多项式 


{p + q ){ z ) = p ( z ) + q { z ), zeF . 

例如，若 p 为多项式 p ⑷ = 2 z -h z 3 , q 为多项式 g ㈤ = 7 + Az , 
则 p + qf 为多项式 （p + q ){ z ) = 7 + + z 3 . V ( F ) 上的标量乘 

法的定义也是显然的：若 a G F, p G : P(F )， 则 ap 就是如下定 
义的多项式 


(ap)(z) = ap(z), z eF. 

对于这样定义的加法和标量乘法，你应该验证， P ( F ) 是向量空 
间，其中的加法单位元是所有系数都为0的多项式. 

我们很快就会看到更多的向量空间的例子，但是我们需要 
先来描述向量空间的一些基本性质. 
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§1.3 向量空间的性质 

向量空间的定义要求向量空间具有加法单位元.下面的命 
题说明这个单位元是唯一的. 

1.2 命题： 向量空间有唯一的加法单 位元. 

证 明：设 0和0/都是向量空间 V 的加法单位元，则 
0 / = 0^0 = 0, 

其中第 一个等 式成立是因为0是加法单位元，第二个等式成立 
是因为0/是加法单位元.因此0 = 0/，这就证明了 F 中只有一 
个加法单位元. ■ 符号■的意思 

是“证明结束”. 

向量空间的每个元素 U 都有加法逆，即向量空间中使得 
I ； + = 0的元素下一个命题表明向量空间中的每个元 
素都只有一个加法逆. 

1.3 命题： 向量空间中的每个元素都有唯一的加法逆. 

证明：设 F 是向量空间 ， v eV , 并且 w 和都是^的加 
法逆，那么 

w = w + 0 = w + (v + w r ) = (w v) + = 0 + = w,. 

因此切 = w f , m 

由于加法逆是唯一的，因此可以令表示向量 i ； 的加法 
逆.定义 w — t ; 为 w + (— V ). 

本书中几乎所有的结论都会涉及向量空间.为了避免经常 
重复像“设 F 是向量空间”这样的陈述，我们现在作出必要的 
声明，从此便可以一劳 永逸： 


在本书的其余部分，总设是 F 上的向量空间. 












因为有结合性，所以在处理向量空间中两个以上元素的加 
法时可以省略括号.例如，可以写成 lx + 1； + %而无需括号，因 
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为此表达式的两种可能的解释 （it +…+ to 和 1 u + ( t ; + it ;) 是 
相等的.我们首先在下一个证明中釆用这种不加括号的自然约 
定.在下一个命题中，等式左边的0表示标量（数0 G F )， 等式 
右边的0表示向量 （ F 中的加法单位元). 


注意， 1.4 和 1.5 
是关于标量乘 
法和 V 的加法 
单位元的论断. 
在向量空间的 
定义中，唯一将 
标量乘法和向 
量的加法联系 
在一起的是分 
配性质.因此 
在证明中必然 
要用到分配性 
质. 


1.4 命题： 对每个 v 都有 Ot ; = 0. 

证明： 对 ve V ，有 

Ov — ( 0 -\- 0)1; ― Ov + Ov. 

在上面等式的两端都加上 Ot ; 的加法逆，可得 0 = (^. ■ 

在下一个命题中，0表示 F 的加法单位元.虽然 1.4 和 1.5 
的证明是相似的，但它们并不是一回事.确切地说， 1.4 说明标量 
0和任意向量的乘积都等于向量0,而 1.5 说明任意标量与向量 
0的乘积都等于向量 0. 

1.5 命题： 对每个 ttGF 都有 aO = 0. 


证明： 对 a eF ， 有 


aO = a(0 + 0) = aO + aO. 

在上面等式的两端都加上 aO 的加法逆，可得0 = aO . ■ 

现在我们来证明，若将 K 中元素与标量 -1 相乘，则得到这 
个元素的加法逆. 

1.6 命题： 对每个 v G V 都有 (~l)v = —v. 

证明： 对有 

v + (― l)v ~ lv + (― l)v — (1 + (― l))v 二 Ov = 0. 

这个等式说明，（-与 t ; 相加得 0. 因此 {- l ) v 必为 v 的加 
法逆. ■ 
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§1.4 子空间 

V 的子集 C / 称为 F 的 子空间 ( subspace ), 如果(釆用 
与 F 相同的加法和标量乘法）也是向量空间.例如， 

{( x u x 2 ,0) : x u x 2 e . F } 

是 F 3 的一个子空间. 

如果 f / 是 F 的子集,要验证 f / 是 F 的子空间，只需验证 
U 满足下列性质： 

加法单位元 （additive identity ) 

0 e - U ) 

对加法封闭 (closed under addition ) 

若從 ， e [/， 贝 ! J it +1; G J 7 ; 

对标量乘法封闭 (closed under scalar multiplication ) 

若 a € F，w G C /， 贝 ！ J aw € 

第一个条件保证了 V 的加法单位元在? 7 中，第二个条件保证了 
加法在 [/ 上是有意义的，第三个条件保证了标量乘法在 C / 上是 
有意义的.要证明 C / 是向量空间，不需要验证向量空间定义中 
的其他部分，因为这些都是自然成立的.例如，因为加法结合性 
和交换性在更大的空间 V 上成立,所以在上自动成立.又如， 
若上面的第三个条件成立，并且 U e C /， 则 - w (由 1.6, 它等于 
(- l ) u ) 也包含于 C /， 因此 [/ 的每个元素在 [/ 中都有加法逆. 

上面的三个条件经常使我们可以快速判断一个给定的集合 
是不是 V 的子空间.例如，若6 e F , 则可以证明 

{(xi,x 2 ,a ； 3,^4) ^ F 4 : x 3 = 5x 4 + b} 

是 F 4 的子空间当且仅当& = 0. 又如，可以证明 

{pe P ( F ) : p ⑶= 0} 

是 V { F ) 的子空间. 

R 2 的子空间恰好为{0}， R 2 , R 2 中所有过原点的直线 . R 3 
的子空间恰好为丨0}, R 3 , R 3 中所有过原点的直线、 R 3 中所有 


显然， {0} 是 
y 的最小的子 
空间， f 自身 
是 v 的最大的 
子空间.空集 
不是 f 的子空 
间，这是因为子 
空间必须是向 
量空间，而向量 
空间至少要包 
含一个元素，即 
加法单位元. 


有些数学家采 
用术语 线性子 
空间 (linear 
subspace ) , 意 
思与子空间相 
同. 


：： r . :: . : ... 
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在研究向量空 
间时，我们感 
兴趣的通常只 
是子空间 > 而 
不是任意子集. 
子空间的并一 
般不是子空间 
(见本章习题 
9), 这正是我们 
通常只讨论子 
空间的和而不 
讨论并的原因. 

在向量空间理 
论中，子空间 
的和类似于集 
合论中子集的 
并.给定向量 
空间的两个子 
空间，包含它们 
的最小子空间 
是它们的和.类 
似地，给定一个 
集合的两个子 
集，包含它们的 
最小子集是它 
们的并集. 


过原点的平面.容易证明这呰对象确实都是 f 空间， lf ! J 难点在 
证明它们是 R 2 或 R 3 仅有的子帘间. 3我们在 K •章 U 进更 
多的 T . 具之后，这样的1:作就会变得比较 W 易. 

§1.5 和与直和 

在以后的各草屮，我们会发现 am 空问的和& r [ 和的概念 
都是很有用的.现在我们就给出这些概念的定义. 

设?7!，…，都是的子空间，则 (/ i ，…， <7 m 的和 （ sum ), 
记为 R + • • • + /7 m ， 定义为 …， U , …, 中元素所有可能的和所 
构成的集合.更确切地说， 

U ] -f • . • + U Tn — { u [ + . . . + U rn : ti l G U \ ，•- . ， u fn , € U Ia }. 

你应该验证，如果 Uw 、 U 7 n 都是 y 的子空间，那么它们的和 
K +…+ f / m 也是 V 的子空间. 

我们 来看子 空间和的一巧例子.假设〖/是 F 3 中第2个和 
第3个坐标均为0的那些元素所构成的集合， W 是 F 3 屮第1 
个和第3个坐标都为 （） 的那些元素所构成的 集合： 

U 二 {(:/;,(),()) GF :i ::/; G F }, W 二 {(0, yy ,()) GF : '：7 yeF }. 

那么你应该验证 

1.7 U-i-W = {(:/;,7y,0) : r/;,y/GF}. 

又如，假设 f / 如上， W 是 F : i 中前两个坐标相等，第3个坐 
标为 0 的那些元素所构成的 集合： 

= { ("，"，()) eF: 、 "eF}. 

那么你应该 验证： f / + 也是 1.7 所给出的那个集合. 

假设 U ',...， U . m 都是1/的子空间.显然 U u …， U 7n 都包 
含于 [/l -f * •■ + U Tn (为说明这•点，考虑和 -+-*** -f U rn ,其中 
除一项之外的其余项均为 0). 反之，1/中任何包含，/ 7 m 
的子空间-定都包含 A 4 … i U， tn (因为子空间包含其中元素 
的所有有限和).于是 ， R +…+1是 V 中包含 CA ， …，的 
最小的子空间. 
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假设％，…， f / m 是 V 的子空间，使得 F R …+ t / m ， 
则7中每个元素都可写成如下形式 

+ . • • + U 7n , 


符号 ㊉ ，由一个 
圈和一个位于 
其内的加号组 
成，用来表示直 
和，以提醒我们 
正在处理一种 
特殊类型的子 

空间和-直 

和中的每个元 
都可以唯一地 
表示成这些给 
定的子空间中 
元素的和. 

F n = [A ㊉… © f / n . 

现在看最后一个例子.考虑系数在 F 中的所有多项式所构 
成的向量空间 P ( F ). 设 [/ e 表示由如下形式的多项式 p 所组成 
的 V { F ) 的子空间 

p ( z ) = a 0 + a 2 z 2 + • • • + a 2m ^ 2m , 

并设 C 4 表示由如下形式的多项式 p 所组成的 P ( F ) 的子空间 

P{z) = aiz + a :i z 3 + …+ a 2m+1 z 2m+1 ; 

这里 m 是非负整数， a 0 , … , a 2 m+i ^ F (记号 C / e 和 C /。 可以提 
醒你 z 的偶次幂和奇次幂).你应该验证 


其中每个％ e %.我们对 V 中每个向量都可以唯一地表示成 
上述形式的情形特别感兴趣，这种情形非常重要，所以给它起一 
个特殊的名字：直和 (direct sum ). 具体地，如果 V "的每个元 
素都可以唯一地写成 lii + • • • + Um , 其中 G f / j ， 则称 V 是子 
空间 U u .，.， U m 的直和，记为7 = % ㊉…㊉ C / m . 

我们来看直和的一些例子.假设 [/是 F 3 中最后一个坐标 
为0的那些向量所组成的子空间， W 是 F 3 中前两个坐标为0 
的那些向量所组成的子空间： 

U = {{x,y,Q)eF 3 :x,yeF}, W - {(0,0，之） eF s :ze F }. 

那么你应该验证， F 3 二 [/㊉ W ' 

又如， 假设％ 是 F " 中除第 j 个坐标以外其余坐标全是 0 
的那些向量所组成的子空间（例如， C/2 = {(0， x ， ()，••. ,0) G F n : 
zeF }), 那么可以证明 


P(F) = C/ e ®[/ 0 . 
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虜 

反例有时像例子一样能增加我们的理解.考虑 F 3 的如下 I 

三个子 空间： | 

Ui = {( x , y , 0 ) eF 3 : x,y e F }; ; 

[； 2 二 {( 0 , 0 本 F 3 : kF } ; i 

U 3 ^ mv . y ) eF 3 ： y eF }. 

显然 F 3 二 C/i + R + %，因为任意向量 （ X , !/，幻 e F 3 都可以写 
成 I 

I 

(x, y, z) = (x, y, 0) + (0,0, z) + (0,0,0), 

I 

其中右端的第一个向量含于 R ， 第二个含于 C / 2 , 第三个含于 C / 3 . I 

然而, F 3 并非 U ^ Uilh 的直和，因为向量（ 0 , 0 , 0 )能用两种不 
同的方式写成和 W + tx 2 + u 3 , 其中巧 e %.具体地,我们有 ! 

| 

( 0 , 0 , 0 ) — ( 0 , 1 , 0 ) + ( 0 , 0 , 1 ) + ( 0 , — 1 , — 1 ), 

当然还有， J 

(0,0,0卜(0,0,0) + (0,0,0) + (0,0,0) 5 \ 

其中每个等式右端的第一个向量都含于 R ， 第二个都含于 C / 2 , { 

第三个都含于 c / 3 . 

在上面的例子中，我们通过证明0表示成适当向量的和时 
表示法不唯一，来证明某个和不是直和.直和的定义要求向量空 
间中的每个向量都能唯一地表示成一个适当的和.假设一组子 
空间的和等于整个空间.下一个命题表明，在确定这组子空间是 
否可以做直和时，只需考虑 0 是否可以唯一地写成一个适当的 
和. 1 

1.8 命题： 设 R ，…， t/n 都是V的子空间，则㊉…㊉ t/ n 
当且仅当下列两个条件成立： 

(a) F = t/i + … 十仏； | 

(b) ^ 0 = Ui + + u n , Uj e Uj , 则每个〜都为 0. 



证明： 首先假设 V = C 4 ㊉ … ㊉ C / n .显然 （ a ) 成立（根据和 
与直和的定义).为证 （ b )， 假设％ G t / i ,-.. , u n eU ni 并且 

0 = tii + • • • + it n , 

那么每个乂都必为 0 (这是根据直和定义中的唯一性，以及 
0 — 0 + • • • + 0 . 0 G U\.'' r , 0 G C / n ), 这就证明了 ( b ). 

现在假设⑷和 （ b ) 都成立.设 I ； G 则由 （ a ) 可知,存在 
Ui G ? 7 i , • • * , u n G U n 使得 

V = U L n - h U n . 

为了证明这个表示是唯一的，假设还有 

V = Vi -\ - \- v n , 

其中 w eu u -^ v n eu n . 把上面的两个等式相减可得 

0 = ( ni - Vl ) + ... + ( it n - V n ). 

显然 wi — Vi G ...， u n — v n 6 U n , 由上式及 （ b ) 可知每个 
Uj — Vj 都为 0 . 于是 ， tti = i ； i 5 ••- , u n = v n , ■ 

下一个命题给出了验证两个子空间可以做直和的一个简单 子空间的和类 
条件.应注意此命题只考虑了两个子空间的情形.在确定两个以 似于子集的并. 
上子空间是否可以做直和时，只验证任意两个子空间的交为 0 同样，子空间的 
是不够的.为了看出这一点，考虑 1 . 8 前面的那个反例.由此反 直和类似于子 
例可知 F 3 = R + J 7 2 + [/ 3 ,但 F 3 不是 EA ， ? 7 2 , [/ 3 的直和，然而 集的不交并. 
(你 应该验证）却有下一个 任意两个子空 

命题给出了两个子空间可以做直和的一个充分必要条件. 间都相交，因 

为它们都包含 

1-9 命题： 设 C 7 和 W 都是 V 的子空间，则 V = [/ ㊉ W 当且仅 0. 因此，交为 
当 + W ， 并且 c/nw = { o }. {0} 代替了不相 

交，至少在两 

证明： 首先假设 F 二 c /® w ， 则 v = u + w (由直和的定 个子空间的情 
义) .此外，若 v e t / nw ， 则 0 = v + (- v )， 其中 v e C /， -v e W . 形 如此. 

由于 0 可唯一地表示成 [/ 中向量与 w 中向量的和，从而 t ； = 0 . 

于是 t/n vr = { 0 }，这就证明了定理的一个方面. 
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为证定理的另一个方面,假设 F 二 [/ + W ， 并且 [/ n W 二 
{ o }. 为证 f = 假设 

0 = u + 

其中 u eU : w e W . 为了完成证明，只需证明^ w = 0 ( 由 
1 .8). 由上面的等式可得 u ^ -w e W . 于是 u g V n W ", 故 
U 二0,由此及上面的等式可得祕二0,这就完成了证明. ■ 



习 题 19 


习 题 

1 .设 a 和 6 是不全为 0 的实数.求实数 c 和 d ， 使得 

1 / (a + bi) = c + di. 


2 . 证明 


-1 + \/3?； 

2 

是1的一个立方根（即它的立方等于 1). 

3. 证明： 对每个 r G F ， 都有-(--幻=幻. 

4 . 证明：若 a 6 F，v G 1 ’， 且⑽ = 0 ,贝 !j a = 0 或者 v — 0 . 

5. 判断 F 3 的下列子集是不是 F 3 的子 空间： 

( a ) {( xi , X2 ,： r 3 ) G F 3 : x \ -h 2 x 2 H - 3 x 3 = 0}; 

( b ) {( xi , x 2 , x 3 ) G F 3 : a；i + 2 x 2 + 3 x 3 = 4}; 

( c ) {{ x 1 , x 2 , x 3 ) G F 3 : xix 2 x 3 m 0}; 

( d ) {( xi , x 2 , x 3 ) G F 3 : xi = 5 x 3 }. 

6. 举出 R 2 的--个非空子集 f / 的例子,使得 [/ 对加法和取加 
法逆封闭（即当 tx G f / 时 ， -w e [/), 但 (7 不是 R 2 的子空 
间. 

7. 举出 R 2 的一个非空子集 [/ 的例子，使得 C 7 对标量乘法封 
闭，但 [/ 不是 R 2 的子空间. 

8. 证明 V 的任意一组子空间的交都是 F 的一个子空间. 

9. 证明 F 的两个子空间的并是 V 的一个子空间当且仅当其 
中的一个子空间包含在另一个子空间中. 

10. 设 t / 是 F 的一个子空间.求 C / + C 7. 

11. V 的子空间的加法运算具有交换性吗？结合性呢？（也就是 
说，如果 UuU 2 ， U 3 都是 V 的子空间，是否有 C/i + C / 2 = 
U 2 + C / i ? 是否有 （tA + C / 2 ) + C / 3 = f/i H - { U 2 + C / 3 )?) 

12. V 的子空间的加法运算有单位元吗？哪个子空间有加法逆? 
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13. 证明或举 反例： 如果 C / l 7 t 7 2 , W 是 F 的子空间，使得 

U 1 + W = u 2 + w, 

那么 R = c / 2 . 

14 . 设； 7 是由所有形如 

p(z) = az 2 + 6 之 5 ， a, 6 € F, 

的多项式组成的的一个子空间.求的一个子空 
间 W 使得 V { F ) = [/㊉ 

15. 证明或举 反例： 如果 dR ， W 是 F 的子空间，使得 

y = t/i ㊉ w, y 二 [/ 2 ㊉ w; 

那么 R 二 c / 2 . 



第 2 章有限维向量空间 


上一章我们学习了向量空间.线性代数所关注的并不是任 
意的向量空间，而是本章所介绍的有限维向量空间.本章我们将 
讨论有关这种空间的一些重要 概念： 张成、线性无关、基和维数 
回顾一下，我们总采用如下 假定： 


F 表示 R 或 C . 

V 是 F 上的向量空间. 


* * 
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有些数学家 
采用术语线性 
张成 (linear 
span ) ^意思与 
张成相同. 


回想一下，根据 
定义，每个组都 
具有有限长度. 


§2.1 张成与线性无关 

V 中一组向量 ( vi , ••- , Vm ) 的线性组合 (linear combina ¬ 
tion ) 是如下形式的向量 

2.1 + … ' + a rn v ni , 

其中 ax ,..* , a m GF . (%,.•• > m ) 的所有线性组合所构成的集 
合称为 （ W ，… , Vm ) 的张成 ( span ), 记为 spa 咖 i ，… ， v m ). 也 
就是说， 

span(vi, - - - ,Vm) = {aivi +- h a m v m : ai,. G F}. 

来看关于这些概念的一个例子.设 V = F ^ 则向量 （7, 2, 9) 
是（( 2 ，1，3)， (1,0.1)) 的一个线性组合，这是因为 

(7,2, 9) 二 2(2,1 ， 3) + 3(1 ， 0 ， 1). 

于是 (7,2,9) Gspan((2,1,3),(1,0,1)). 

你应该验证， F 中任意一组向量的张成都是 V 的子空间. 
为了一致性，我们 声明： 空组 （） 的张成等于 { 0 } (回想一下，空 
集不是 F 的子空间). 

如果 （ tn ， …， t ; m ) 是 V 中一组向量，那么每个％都是 
(in ，…， t ; m ) 的线性组合（为了证明这一点 ，令％ 二1,并设 
2.1 中其他 a 都等于 0). 于是 span ( t ； i , - - - , v m ) 包含每一个 ％. 
反之，由于子空间对标量乘法和加法都封闭，从而 K 的包含所 
有巧的子空间必包含 span ( t ； i , - - - , v m ). 因此， F 中一组向量 
的张成是包含这组向量的最小子空间. 

如果 span ( vi , - - - ,Vm) 等于 V ，则称 (^ 1 , - - - , Vm ) 张成 
( span ) V . 如果一个向量空间可以由它的一组向量张成，则称 
其为有限维的 (finite dimensional ). 例如，你应该验证, F n 是 
有限维的，这是因为， 

((1，0,…，0)，（0，1，0，..*，())，.•• , (0, ••- , 0, 1)) 


张成 F n . 

在给出另一个有限维向量空间的例子之前,我们需要定义多 
项式的次数.对于多项式 pGP ( F )， 如果存在标量 a 0 , ai ,- • -, a m G 




F ， # 0,使得 
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2.2 P ( 之 ) = a 0 + ap + …+ a m z m ，z eF, 

则说 p 的次数 （ degree ) 为 m . 规定恒等于 0 的多项式的次数 

为 - go . 

对于非负整数 m ， 令 P m ( F ) 表示系数在 F 中并且次数不超 
过 m 的所有多项式所组成的集合.你应该验证， KF ) 是 V { F ) 
的子 空间； 因此 P m ( F ) 是一个向量空间.这个向量空间是有限 
维的，因为它由向量组 ( M ， … ，,) 张成; 此处我们用汐表示 
函数（故 z 是一个哑变量)，这有点滥用记号. 

一个向量空间如果不是有限维的，则称之为无 限维的 ( infi ¬ 
nite dimensional ). 例如，: P ( F ) 是无限维的.为了证明这个结 
论，考虑 V ( F ) 中任意一组元素.记 m 为这组多项式的最高次数 
(回想一下，根据定义，组的长度是有限的).则这个组的张成中 
的每个多项式的次数最多为 m . 因此，我们所讨论的组不能张 
成 P ( F ). 因为没有组能够张成 PCF )， 所以这个向量空间是无限 
维的 • 

由 F 中元素的所有序列组成的向量空间 F 00 , 也是无限维 
的，不过证明有点难.利用我们即将发展的工具，你应该可以给 
出这个证明. 

设 W ， …，€ V ，并且 i ; G spanfvi , - - - , v m ). 由张成的 
定义，存在 W ， …，使得 


V 二 Cl\V\ + • • . + Clrn^m • 

考虑上式中这些 a 的唯一性问题.设另一组标量釦，…， a m 也 
使得 

v = a\V\ + • • . + CimVm . 

上面这两个等式相减可得 

0 二 (di — Q-i)vi + .. • + (tt m 一 

因此，我们把0写成了 q ，…，的线性组合.如果0只能用 
显然的方法（每个标量都取零）写成 ... ， t ; m 的线性组合，则 
每个％ - a , 都等于0,即每个％都 等于匀 （因此， a 的取法确 
实是唯一的).这种情况很重要，所以我们给它起一个特殊的名 
字，这就是我们现在要定义的线性无关性. 


我们将不再过 
多地谈论无限 
维向量空间，无 
限维向量空间 
是叫作 泛函分 
析 (functional 
analysis ) 的数 
学分支所关注 
的核心内容.泛 
函分析同时采 
用解析和代数 
工具. 
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大部分线性代 
数教材定义线 
性无关集，而不 
是线性无关组. 
按照线性无关 
集的定义，集合 
{(0,1), (0,1), 
(1，0)}在 F 2 中 
是线性无关的， 
因为它等于集 
合 {(0，1)，(1，0)}. 
而按照我们的 
定义，组 （(0,1)， 
(0，1),(1,0)) 不 
是线性无关的’ 
(因为1乘以第 
一个向量，加上 
一 1乘以第二个 
向量，再加上0 
乘以第三个向 
量等于 0) .通 
过讨论组，而 
不是讨论集合, 
可以避免通常 
的处理方法所 
带来的一些问 
题. 


对于 y 中一组向量（1；1，…, v m ), 如果使得+ •…+ 
a m v m 等于0的的,…， 0 ^ 6 F 只有 M =…二( 2 爪= 0,则称 
(" 1 ，…，〜）是线性无关的 (linearly independent ). 例如，你 
应该验证， 

((1，0,0,0)，(0，1，0,0)，(0,0，1，0)) 

在 F 4 中是线性无关的.上一段的推导表明，（^，… ，〃 m ) 是线 
性无关的当且仅当 span ( t ； i , - - - ， v m ) 中每个向量都可以唯一地 
表示成卜1,… , v m ) 的线性组合. 

来看线性无关组的另一个例子.固定一个非负整数 m ， 则 
在 P ( F ) 中是线性无 关的. 为了证明这一点，设 
ag , ai , • • • , a m € F 使得 

2.3 OjQ - Cb\Z • • • + CtyyiZ 711 = 0, Z F . 

如果系数 ao , a lr .., a m 中至少有一个是非零的，则 z 最多有 m 
个不同的值满足 2.3 (如果你对这一事实不熟悉，可以先承 认它; 
我们将在第4章给出证 明)； 这一矛盾说明 2.3 中的每个系数都 
等于0,因此，（1， z ，• •. ，，）是线性无关的. 

V 中的一组向量如果不是线性无关的，则称为线性相关的 
(linearly dependent ). 也就是说 ， F 中一组向量 （tn ，… , v m ) 
是线性相关的，当且仅当存在不全为零的 a 1? ..., a m EF , 使得 
ait ；! + ... + a m t; m - 0. 例如，((2,3,1)，（1，一1，2)，（7,3, 8)) 在 F 3 
中是线性相关的，这是因为 

2(2,3, 1) + 3(1，-1， 2) + (-1)(7,3, 8) = (0,0, 0) 

又如，任意包含0向量的向量组都是线性相关的（为什么?) . 

你应该验证，长度为1的组 ㈦ 是线性无关的当且仅当 t; 〆 
0 . 你还应该验证，长度为2的组是线性相关的当且仅当其中一 
个向量是另一个的标量倍.注意：上一段中的例子表明，对于长 
度为3或更大的向量组，即使其中每一个向量都不是任何其他 
向量的标量倍，这个向量组也可能是线性相关的. 

你应该验证,如果从一个线性无关向量组中去掉一些向量， 
那么余下的向量组还是线性无关的.为使这一结论即使在去掉 
全部向量时仍然成立，我们 声明： 空组 （） 是线性无关的. 

下面的引理将会经常用到.它说明,给定一组线性相关的向 
量，其中第一个向量非零，那么其中必有一个向量包含于它前面 
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诸向量的张成，进一步，我们可以去掉这个向量而不改变原来这 
组向量的张成. 


2.4 线性相关性引理 （Linear Dependent Lemma ) :如果 

( vi , ••- 7 v m ) 在 V 中是线性相关的，并且％ # 0，则有 j G 
{2，... ， m } 使得下列成立： 

(a) Vj ，… 

(b) 如果从 >1^) 中去掉第 j •项，则剩余组的张成等 

于 span(t ； i ， -" ， 1 ；爪 ). 

证 明：设 （％… ， 〜）在 V 中是线性相关的，并且 tn /- 0, 
则有不全为0的 ai ， …， e F ， 使得 

aiVi H - 1- a m Vm = 0. 

* * * ， a m 不能全为 0( 因为 A / 0). 设 j 是{2,…， m } 中 
使得％ # 0的最大者,那么 

2.5 Vj = ——Vi 一. ••一 — — 

%* 

这就证明了 （ a). 

为了证明 （ b )， 设 ie € span(vi r • - , v m ), 则存在 Cl 7***7 Cjji G 

F 使得 

u 二 CiVi H - hc m v m . 

在上面的等式中，用 2.5 式的右端 代替％ 可得， tx 包含于从 
(〜，••• ， v m ) 中去掉第 j 项所得到的组的张成. 因此⑼ 成立. 


现在来看一个重要的 结果： 线性无关组的长度一定不会大 
于张成组的长度. 

2.6 定理： 在有限维向量空间中，线性无关向量组的长度小于或 
等于张成向量组的长度. 

证明.•设(仏, m ) 在 V 中是线性无关的，并且(別，…， 
Wr ,) 张成 V . 只需证明 m ^ n . 我们通过以下步骤来证明.注意 
到每一步都添加了一个 tx , 而去掉了一个 


如果对每个正 
整数 m ， F 中都 
存在一个含有 
m 个向量的线 
性无关组，则该 
定理表明 V 是 
无限维的. 
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第1步 

由于组 ( w lr - , m .) 张成 R 从而再添加任何向量都会得 
到一个线性相关组.特别地，组 

Oiuh,. •. ，切 n ) 

是线性相 关的. 因此利用线性相关引理 （ 2.4 )， 我们可以去 
掉某个 w 而使得由^和余下的那些 w 构成的组 B (长度 
为 n ) 张成 y . 

第 j 步 

由于第 j - 1步中的组 B (长度为 n ) 张成 V ，从而再添加 
任何向量都会得到一个线性相关组.特别地，在 B 中添加 
~•于 izi ， …之后，那么所得到的长度为 （n + 1) 的 
组是线性相关的.利用线性相关引理 (2.4), 该组中有一个 
向量包含于它前面向量的张成，又因为 （ W ，…，％)是线性 
无关的，所以这个向量一定是某个 w ， 而不是某个％我们 
可以从 B 中去掉这个切，那么由 Ul ，…， ％和余下的那些 
^所构成的新组 S (长度为 n ) 张成 V . 

经过 m 步,我们已经添加了所有的 u ， 程序结束.如果在其 
中某一步我们添加了一个 tx 但是不再有 w 可以去掉，就会得到 
一个矛盾.因此，诸 w 至少和诸 u —样多. ■ 

直觉告诉我们，任何包含在有限维向量空间中的向量空间 
一定也是有限维的.现在来证明这种直觉是对的. 

2.7 命题： 有限维向量空间的子空间都是有限维的. 

证 明：设 V 是有限维向量空间，是 V 的一个子空间.只 
需证明 [/ 是有限维的.我们通过下列几步来证明. 

第1步 

若 t / 二 {0}，则 [/ 是有限维的，得证.若 [/ # {0}, 则取非 
零向量 G Z 7. 

第 j 步 

若 f / = spar ^ w ，…，巧―0,则 [/ 是有限维的. 若 U 士 
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span(vi, - - • , Vj_i), 则取一个向量 巧 G [/ 使得 
Vj ^ span(vi, - - - f Vj-i). 

经过每一步，只要此程序还在继续，我们都构造了一个向量组. 
使得其中每一个向量都不在它前面向量的张成中因此，由线 
性相关性引理（2.4)，经过每一步我们都构造了一个线性无关组. 
这一线性无关组不能比 F 的任何张成组长（由 2.6)， 因此，此程 
序一定会最终停止，即 [/ 是有限维的. ■ 

§2.2 基 

若 F 中一个向量组既是线性无关的又张成则称之为 F 
的基 ( basis ). 例如， 

((1,0,-.，0)，(0，1，0，-.，())，.••，(()，.•，0，1)) 

是 F n 的一个基,称为 F n 的标准基 (standard basis ). 除了这 
个标准基之外， F " 还有很多其他 的基. 例如， （(1, 2)，(3, 5)) 是 F 2 
的一个基.组 ((1,2)) 是线性无关的，但不是 F 2 的基，因为它不 
能张成 F 2 . 组（(1， 2), (3,5)， (4, 7)) 张成 F 2 , 但不是基，因为它不 
是线性无关的.又如， （ M ， …，， ） 是心 ( F ) 的一个基. 

下一个命题表明了基的用处. 

2.8 命题： F 中向量组 （ n ，...， t ; n ) 是 F 的基当且仅当每个 
v GF 都能唯一地写成如下形式 

2.9 v = aivi H - \~a n v n , 

其中 5***5 CLji G F . 

证明： 首先设 （ n ， …， ') 是 y 的基，因为，…， 
” n ) 张成 V ,所以存在 a lr .., a n GF 使得 2.9 成立.为了证明 
2.9 中的表示是唯一的，设标量 bl ，…，使得 

v = biVi H - h b n v n . 


这个证明本质 
上重复了我们 
定义线性无关 
性时所采用的 
思想. 


r— 




i 廉 ixi —ilf 
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用 2.9 减上面的等式可得 

0 = (ai - b \) v \ 十 ... + ( a n — b n ) v n . 

这说明每个 a , —bj = Q (因为（^，…，〜）是线性无关的)，因此 
a t = 6 i , ••- , a n = b n . 这就证明了唯一性，完成了证明的一个方 
面. 

要证明另一方面，设每个 G ^都可以唯一地写成 2.9 的 
形式.显然，这说明（％，•••，0张成 K 要证明 （ W ，... ，〜) 
是线性无关的，设 M ，…，使得 

0 = a\Vi ^ - h a n v n . 

由 2.9 中（对 v = 0) 表:^的唯一 * 性可得 ai = • • • — a n = 0. 因此 
(%，•••，〜）是线性无关的，因而是 V 的一个基. ■ 

向量空间的张成组可能不是基，因为它可能不是线性无关 
的.下一个结果 表明： 任给一个张成组，可以去掉其中的一些向 
量使得剩余组是线性无关的并且仍然可以张成这个向量空间. 

2.10 定理： 在向量空间中，每个张成组都可以化简成一个基. 

证明：设 ( vi , ••- , v n ) 张成 V ，我们要从 ( vi , - - - , v n ) 中去 
掉一些向量使得其余向量构成 V 的基.我们通过以下步骤来完 
成证明.从 B = ( vi ,- • - , v n ) 开始. 


第1步 

若 w = 0,则从 B 中去掉若 w # 0,则保持 B 不变. 

第 j 步 

若 Vj 属于 span(vi， … ,贝! J 从 J3 中去掉％.若％不 
属于 spanh ，…则保持 JB 不变. 

经过 n 步以后终止程序，得到一个组 B . 因为最初的组张 
成 V ，而去掉的向量都已经包含于其前面诸向量的张成，所以这 
个组 B 张成 [ 这一程序确保 S 中向量都不包含于它前面诸 
向量的张成.因此由线性相关性引理 （2.4) 知 B 是线性无关的. 
于是 B 是 V 的一个棊. ■ 


考虑组 

((1，2)， (3,6)，(4,7)，(5,9))， 

这个组张成 F 2 . 为了理解上面的证明，你应该验证，如果对这个 
组应用上面的证明过程，就得到了 F 2 的一个基（(1，2):(4,7)). 

下一个结果是上面定理的一个简单推论，它说明每个有限 
维向量空间都有基. 

2.11 推论： 每个有限维向量空间都有基. 

证明： 根据定义，有限维向量空间都有张成组.前面的定理 
告诉我们,任意张成组都可化简成一个基. « 

按照我们的规定，有限维向量空间 {0} 不是上面推论的反 
例.这是因为我们规定空组 （） 是线性无关的并且张成{0}，所 
以 （） 是向量空间 {0} 的一个基. 

2.10 说明，每个张成组都可以化简成基.在某种意义上说， 
下一个定理是 2.10 的一个对偶.现在我们来证明，对于任意给 
定的线性无关组，都可以添加一些向量使得扩充后的组仍然是 
线性无关的，并且还可以张成整个空间. 

2.12 定理： 在有限维向量空间中，每个线性无关向量组都可以 
扩充成一个基. 

证明.•设 F 是有限维的，（^ ，…， 在 V 中线性无关.我 
们想把（^ … ， m ) 扩充成 F 的一个基.我们通过以下步骤来 
完成证明.首先设，…是张成 F 的任意一组向量. 

第1步 

若 W1 含于 hl ， … , V m ) 的张成，则令 B = ( vi , •• - ， v m ). 若 
Wi 不含于 ( t ； l , … , v m ) 的张成，则令 B = ( vi , 

第 j 步 

若 W 含于 B 的张成，则保持 B 不变.若不含于 S 的 
张成，则通过添加来扩充 

经过每一步， B 都保持线性无关性，因为否则的话由线性相 
关性引理 （2.4) 就会得到矛盾（回想一下， （q ，…， i ; m ) 是线性 


这个定理可以 
用来给出上面 
推论的另一个 
证明.具体地， 
设 V 是有限维 
的.这个定理 
说明空组0可 
以扩充成 F 的 
一个基.特别 
地, F 有基. 
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即使不假设 . V 
是有限维的，利 
用同样的基本 
思想，结合更高 
级的工具也可 
以证明这个命 
题. 


无关的，并且添加到 B 中的任意 w 都不包含于 S 中以前的诸 
向量的张成).经过 n 步， B 的张成就包含了所有的 w 于是经 
过 n 步所得到的 B 张成 V ，因此 B 是 V 的一个基. ■ 

作为上面定理的一个很好的应用，我们现在来证明，对于有 
限维向量空间的每个子空间都可以找到另一个子空间使得整 
个空间是这两个子空间的直和. 

2.13 命题： 设 y 是有限维的， [/是 y 的一个子空间，则存在 y 
的一个子空间 W 使得 V = C 7 ㊉ 

证明： 因为 F 是有限维的，所以也是有限维的（参见 
2.7)， 从而 U 有一个基（奴1，… , u m ) (参见 2.11). ( wi ， … , u m ) 
当然是 F 中的一个线性无关组，因此可以扩充成 F 的一个基 
(乜 1 ， …，奴… ， u ， n ) (参见 2.12). 令 W = span ( ti ； i ，… , w n ). 
要证明 F = 只需证明 

v = u + w , unw ^{ o }] 

参见 1.9. 要证明第一个等式，设 t ; 6 V . 因为组（^，… 

， xy n ) 张成 V ，所以存在标量 ， … .amM ， … ， b n G F 

使得 


V = aiUi H - h amUm + biWi H -(- b n w n . 

V -V- " N -V-^ 

U W 

这就是说 V = U + W, 其中 M G [/和 w G W 的定义如上.因此 
veU + W , 这就完成了 y = + W 的证明. 

要证明 unw = {0},^ veunw , 则存在标量 w ，... ， a m , 
bi ，… ，6 n eF 使得 


v 二 d\U\ + • • • + dfiiUfYi b\tv i + • • • + bji^ujfi . 


因此 


+ • • • + OjjyiUjyi — 


切 n = 0. 
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因为（從1，… ，从 m ^ l ， …，忉 n ) 是线性无关的,所以…= 
am 二 b 丄二…= fc n = 0,从而 v — 0,这就完成了 U C\W — {0} 

的证明. ■ 


§2.3 维 数 

虽然我们已经讨论了有限维向量空间，但我们还没有定义 
有限维向量空间的维数.维数该怎样定义呢？合理的定义应该 
使得 F " 的维数等于 n . 注意到基 

((1，0,…，0)，(0,1，0,….，())，•••，(◦，•••，0，1)) 

的长度为 n ， 因此我们想把维数定义成基的长度.但一般来说， 
一个给定的有限维向量空间可能有很多不同的基，而只有当所 
有基都具有相同长度时,我们所期望的定义才有意义.幸好情况 
就是这样，我们现在就给出证明. 

2.14 定理： 有限维向量空间的任意两个基的长度都相同. 

证明.•设 F 是有限维的， 和执是 F 的任意两个基，则 
执在 F 中是线性无关的，并且5 2 张成 F , 故历的长度不超 
过执的长度（由 2.6). 互换历和的角色，可知执的长度 
也不 超过历 的长度.因此历的长度一定等于 S 2 的长度. ■ 

既然有限维向量空间的任意两个基都具有相同的长度，我 
们就可以正式地定义有限维向量空间的维数.有限维向量空间 
的饪意基的长度称为这个向量空间的维数 （ dimension ), 7的 
维数（如果 V 是有限维的）记为 dimV. 例如， dimF 71 = n, 
dimVm(F) — m + 1. 

有限维向量空间的每个子空间都是有限维的（由 2.7 )， 因此 
都有维数.下一个结果所给出的子空间维数的不等式是在预料 
之中的. 

2-15 命题：若 F 是有限维的，并且 C/ 是 F 的子空间，则 dimC / 彡 
dimV . 
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实向量空间 R 2 
的维数为2;复 
向量空间 C 的 
维数为 1. 而作 
为集合， R 2 可 
以和 C 等同起 
来（两个空间 
上的加法是相 
同的，用实数来 
作标量乘法也 
一样).因此，在 
讨论向量空间 
的维数时， F 所 
扮演的角色是 
不能忽略的. 


证 明：设 F 是有限维的，并且[/是 F 的子空间，则[/的 
任意一个基都是 V 中的一个线性无关向量组，从而可以扩充成 
V 的一个基（由 2.12). 因此的基的长度小于或等于7的基 
的长度. ■ 

根据定义，要验证 F 中一组向量是 F 的基，我们必须证明 
这个向量组满足两个性质：它必须是线性无关的，并且张成 [ 
下面两个结果表明，如果所讨论的组具有适当的长度，则只需要 
验证它满足所要求的两个性质之一.我们先证明每个具有适当 
长度的张成组都是基. 

2.16 命题：若 V 是有限维的，则 V 中每个长度为 dimF 的张 
成向量组都是 V 的一个基. 

证明：设 dimF = n ，（幻 1 ,…， t ; n ) 张成则组 （ Vi ， … , v n ) 
可以化简成 F 的基（由 2.10). 然而 V 的每个基的长度都为 n , 
所以此处的化简是平凡的，即 ( v lr -, v n ) 中没有任何元素被去 
掉.也就是说， （ Vi ， …，〜）是 V 的一个基. ■ 

现在我们来证明线性无关性足以保证具有适当长度的组都 
是基. 

2.17 命题： 如果 F 是有限维的，则 V 中每个长度为 dimV 的 
线性无关向量组都是 F 的基. 

证明： 设 dimy 二 n ，（ W ， … ，〜）在 V 中是线性无关的，则 
组 ( v lr -, v n ) 可以扩充成 F 的基（由 2.12). 然而， F 的每个 
基的长度都为 n ， 所以此处的扩充是平凡的，即（％,•••不 
必添加任何元素.也就是说，…，〜）是 V 的基. ■ 

作为上面命题应用的一个例子，考虑组 ((5, 7), (4,3)). F 2 
中这个含有两个向量的组显然是线性无关的，因为任意向量都 
不是另外一个向量的标量倍).因为 F 2 的维数为2,上面的命题 
表明这个长度为2的线性无关组是 F 2 的一个基（不必再验证 
这个组张成 F 2 ). 

下一个定理给出了有限维向量空间的两个子空间之和的维 
数公式. 
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2.18 定理： 如果 R 和是同一个有限维向量空间的两个子 
空间，那么 

dim(!7i + C/ 2 ) = dimJ/i H- dim U 2 — dim(i7i D ^). 

证明 ：设… ! ，…， u m ) 是 C / inC / 2 的基，则 dim ( C / in [/ 2 )- m . 
因为，… n ) 是 U x n U 2 的基，所以它在 R 中线性无关， 
因此可以扩充成 CA 的一个基 ( A V . ，， Ui ，…， 巧 ）（ 由 2.12). 
于是 dim - m + j . 再将 ( ixi ,-.. , n m ) 扩充成 C / 2 的一个基 
( wi , ••- ,Um,Wi, - -- ，仞 fc ). 于是 dilate = m + k . 

现在只需证明，… • ； u m ， Vi , ••-，%•， u ， i ，. • • ，祕 fc ) 是 i 7 i + 
U 2 的一个基，因为由此可得 


dirn(C7i -h U 2 ) — m j + k 


— (m + j ) + (m + fc ) — m 

— dimf7i + dim C/ 2 — dim(L r i H U 2 ) - 

显然 span ( tti , - - - * - ，巧，切 1 ， … ,^ fc ) 包含 C 4 和 

U 2 , 从而包含 R + C / 2 . 因此为了证明这个组是?+ C / 2 的基，只 
需证 明它是线性无关的.为此，假设 

d\Ui H - h a m tt m + biVi H - h bjVj + C1W1 H - h CkW k = 0, 

其中所有的 a ， 6, c 都是标量.往证所有的标量 a ， 6, c 都等于 0. 
上式可以写成 

c\Wi +- h c k w k = -aiUi - a m u m ~~ b^i - bjVj , 

即 ciw 1 +…+ c k w k ^ Ui ， 因为所有的 w 都属于 C / 2 ， 所以 
c i^i + … + ckWk g t/i n U2 - 又因为 （ iti ， … , u m ) 是 t/i nt /2 的 
基，所以有标量 di , … ， d m ， 使得 

C \ W \ + • •. + CkWk — d \ U \ + • • • + d m u m . 

但是 ( ui ,... , u m , w lr - , w k ) 是线性无关的,故由上式可知，所 
有的 C (和 d ) 都等于 0. 因此，最初的那个包含这些 a ， &， c 的等 
式变成 


两个子空间之 
和的这个维数 
公式类似于一 
个熟知的计数 
公式：两个有限 
集合的并集的 
元素个数等于 
第一个集合的 
元素个数，加上 
第二个集合的 
元素个数，再减 
去这两个集合 
的交集的元素 
个数. 
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回想一下，直和 
类似于不交并. 
因此 2.19 与下 
面的陈述是类 
似的：如果有限 
集:合 B 可以写 
成 AiU ' - . UA m ， 
并且这些4的 
元素个数之和 
等于丑的元素 
个数，那么这个 
并是不交并. 


aiui H - h a m Um + H - h bjVj = 0. 

因为组(^， … ， u m ， v u .., ， Vj ) 是线性无关的，所以由这个等式 
可知，所有的 a ， 6都是 0. 于是，所有的 a ， 6, C 都等于 0. ■ 

下一个命题表明维数与直和有很好的关系.后面的几章会 
用到这个结果. 

2.19 命题： 设 V 是有限维的，并且 U u … , U m 是 K 的子空间， 
使得 

2.20 V = U 1 + -- + U m 

并且 

2.21 dim V = dim t/i + •. • + dim C/ m . 

则 V" = CA ㊉.•.㊉ C^m- 

证明： 取每个％的一个基.将这些基合在一起构成一个长 
度为 dimV (由 2.21) 的组，并且这个组张成 V (由 2.20), 从而 
是 F 的一个基（由 2.16). 特别地，这个组是线性无关的. 

现在假设 , u m eU m 使得 

0 = txi H - h u m . 

我们可以将每个~写成％的（上面所选取的）基向量的线性 
组合.将这个线性组合带入上面的表达式，我们就将0写成了 F 
的上述基的线性组合.因此这个线性组合中所用到的标量一定 
都为0.于是每个〜= 0,这就证明了 y = t / i ㊉ … ㊉ c/ m (由 
1 . 8 ). ■ 
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习 题 

1. 证明：如果 ( vi , ••- , v n ) 张成 F ， 那么由每个向量（最后一 
个向量除外）减去其后一个向量所得到的组 

(vi - v 2 ,v 2 — 幻 3 , . ■ . , V n -i - V ni V n ) 


也张成 F . 

2. 证明： 如果 （ tn ， …， t ， n ) 在 F 中是线性无关的，那么由每个 
向量（最后一个向量除外）减去其后一个向量所得到的组 

{vi -V 2 ,V 2 — v 3 , . ， • ， V n -1 - V n ,V n ) 

也是线性无关的. 

3. 设 （ W ， …，〜）在 F 中是线性无关的，并且 证明： 

若 (vi + w \ - - - , v n + w ) 是线性相关的，则 G span ( vi , • • • , 

Vn )- 

4 . 设 m 是正整数.由 0 和系数在 F 中次数等于 m 的所有多 
项式所组成的集合是 P ( F ) 的子空间吗？ 

5. 证明 F - 是无限维的. 

6. 证明由 [0,1] 区间上所有连续的实值函数所组成的实向量 

空间是无限维的. ' 

7. 证明： F 是无限维的当且仅当 V 中有一个向量序列^ 
^使得对每个正整数 n ，（ w ， …，都是线性无关 
的. 


8.令 C 7 是 R 5 的由 


U = {( xi , X2 , X3 , X4 , X5 ) G R 5 : xi = 3x2 and X3 — 7x4 } 
定义的子空间.求 C / 的一个基. 

9. 证明或反驳: P 3 ( F ) 有一个基 ( p 0 , Pi ， p 2 ： P 3 ) 使得多项式 
00,巧4 2 ,1> 3 的次数都不等于 2. 

10.设 F 是有限维的 ， dimV = n . 证明在 F 中存在一维子空 
间 lh ，…， U n 使得 


V = C/i ㊉…㊉ f/ n . 
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11. 设 V 是有限维的， C 7 是 F 的子空间使得 dimU = dimy . 
证明 U = V . 

12. 设凡也，…，〜是心⑻中多项式，使得对任意 j 都有 
巧⑶= 0 •证明 （ PoA ，…， p m ) 在 Vm(F) 中不是线性无 
关的. 

]3 .设 [/和 W 都是 R 8 的子 空间， 使得 dim /7 = 3, dimW - 5, 
并且 U + W = R 8 . 证明 unw = { 0 }. 

14. 设 [/和 W 都是 R 9 的 5 维子空间.证明 UHW ^ {0}. 

15. 通过与有限集合中三个子集之并的元素个数公式相类比，你 
可能会猜到，如果 U U U 2 ， U 3 是有限维向量空间的子空间， 
那么 

dim(J7i + J72 + Uz ) — dim JJ \ + dim C/ 2 + dim C /3 

— dim ^ n t / 2 ) - H U 3 ) 

— dim(C/2 A C/3) 

+ dim(?7i nu 2 n u 3 ). 

证明或举反例. 

16. 证明 .•若 F 是有限维向量空间，并且 tA , … ， C 7 m 都是 F 的 
子空间，则 

dim(C/i + • • • + U m ) ^ dim C/i + …+ dim U m . 

17. 设 y 是有限维的. 证明： 如果? 7 l5 …，! 7 m 是 K 的子空间， 
使得 V = CA ㊉ … ㊉ 那么 

dim F = dim f/i + …+ dim U m . 

这个习题深化了子空间的直和与子集的不交并之间的类比. 
特别地，把这个习题与下面的明显陈述相比较：如果一个有 
限集合写成了子集的不交并，那么该集合的元素个数等于 
这些不相交子集的元素个数之和. 
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迄今我们所关注的都是向量空间，而向量空间并不那么让 
人 兴奋. 我们现在要讨论的主题 —— 线性映射才是真正让人感 
兴趣的部分. 

先回顾一下，我们总采用如下 假定： 

F 表汞 R 或 C: 

y 是 f 上的向量空间. 

在这一章,我们还经常需要 y 之外的另一个向量空间 

在本章的其余部分， 

W 表示 F 上的向量空间. 


# 1 % # 1 % # 1 % 
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§3.1 定义与例子 


有些数学家 从 V 到 W 的线 性映射 (linear map ) 是具 有下列性质的 

使用线性变换 函数 T:V ^ W ： 


(linear trans ¬ 
formation ) 这 
样的术语，意 
思与线性映射 
相同. 


加性 ( addivity ) 

对所有 U,v e V 都有 T(u - hv )= Tu + Tv ; 


齐性 （ homogeneity ) 

j 

对所有 aeF , vev 都有 T ( av ) - a { Tv ). 


注意，对于线性映射，我们经常使用记号 Tr ， 也使用更标准的函 
数记号 T ( v ). 

从 V 到 W 的所有线性映射所构成的集合记为 £( F ， W ). 我 
们来看线性映射的一些例子.你一定要验证下面所定义的函数 
的确是线性映射. 


零 ( zero ) 

除了其他用法之外，我们还用符号0表示一个函数，它把某 
个向量空间的每个元素都映成另一个向量空间的加法单位 
元.确切地说，0 e C ( V , W ) 定义如下 

Ov = 0. 

注意，等式左边的0是从 y 到 W 的函数，而右边的 0 是 
W 的加法单位元.一般来说，通过上下文可以辨别符号0 
的各种用法. 

恒等 ( identity ) 

恒等映射 (identity map ) 是某个向量空间上的函数，记为 
/,它把每个元素都映成自身.确切地说 〆 e C ( V , V ) 定义 
如下 

Iv = V. 


微分 （ differentiation ) 

定义 re £ CP ( R )， P ( R )) 如下 

Tp — p / . 

这个函数是线性的，此论断只是把关于微分的一个基本结 
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果换了一种说法： ( f+gy = f ’+ g’，(afy = af ， 其中 f,g 
是可微的， a 是常数. 

积分 ( integration ) 

定义 re £ CP ( R )， u ) 如下 

Tp 二 p(x)dx. 

Jq 

这个函数是线性的，此论断只是把关于积分的一个基本结 
果换了一种 说法： 两个函数之和的积分等于这两个函数积 
分的和，常数与函数乘积的积分等于常数乘以函数的积分. 

X 2 fk (multiplication by x 2 ) 

定义 re £(： P ( R )， P ( R )) 如下 

( Tp )( x ) = x 2 p { x ) 1 x € R . 


后向移位 (backward shift ) 

回忆一下， F 〜表示 F 中元素的所有序列所组成的向量空 
间.定义 re /^ F ' F 00 ) 如下 

T{x\ j X2 7 5 * * * ) ~ 5 ，•••）• 

从 F n 到 F m (from F n to F m ) 

定义 : r g £( r 3 , r 2 ) 如下 

T ( x , y , z ) = (2 x — y + 3 z ,7 x + 5 y — Gz ). 

更一般地,设 m 和 n 都是正整数， G F , j = 1， •. • ， m , 
= 1，...， n . 定义 Te £( F ' F m ) 如下 

^(^ 1 , . • • ， ^n) —{^1,1X1 + • . • + (h ， n X n ， • •. ， 

+ • • • + ^m,n^n) • 

以后我们会看到从 F " 到 I - 的每个线性映射都是这种形 
式的 • 

设 ㈨ 1，…，〜）是 V 的一个基，并且 : T : V — W 是线性的. 
如果 e V ，那么可写成如下形式 


尽管线性映射 
在整个数学中 
是广泛存在的, 
但某些学生却 
误解为线性映 
射无处不在，这 
些学生似乎认 
为 cos 是 R 
到 R 的线性映 
射而写出了像 
cos 2 x = 2 cosx 
和 cos(x + y ) = 
cosx + cosy ii 
样的“恒等式”. 


v = diV\ + • • • + a n v n . 
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由: T 的线性可知 


Tv — a \ Tv \ + a n Tv n . 

特别地, TVi ， … , Tv n 的值确定了 T 在 V 的任意向量上的值. 

线性映射可根据其在一个基上的取值来构造，而这些取值 
可以是任意指定的.具体地，给定 F 的基 (^ 1 , • •' , v n ) 和任意 
指定的向量 G W ， 我们都可以构造一个线性映射 
T :V W 使得= w ， j 二 1) …， n . 这样就别无选择了， 
必须定义: T 如下： 

T {( l\Vi + • • • + dn v n ) — ^ 1^1 + • • • + a n W n , 

其中 ai , …， a n 是 F 中的任意元素.由于 （ w , …，是 V 的 
基，所以上面的等式的确定义了从 F 到 W 的函数 T 。 你应该验 
1 ZE , 如上定义的函数 T 1 是线性的，并且= w，j = 1,…， n . 

现在，我们要在 £( F ， W ) 上定义加法和标量乘法，以使其成 
为一个向量空间.对于 s，r G C ( V , W \ 采用通常的函数加法， 
可以定义一个函数 S + Te C { V , W)i 

(S + T)v = Sv + Tv , v eV . 

你应该验证，当 S,Te C ( V , W ) 时 ， S + T 的确是从 y 到 W 的 
线性映射.对于 a G F 和 r e £( y ， VT )， 釆用通常的数与函数的 
乘法，可以定义一个函数 ar G C { V , W )： 

( aT)v = a ( Tv ), v eV . 

你应该验证，当 a G F ， 了 G /：(% W ) 时， aT 的确是从 F 到 W 
的线性映射.对于刚才定义的这些运算，（你应该验证） C { V , W ) 
成为一个向量空间.注意， C { V , W ) 的加法单位元就是本节前面 
所定义的零映射. 

一般来说，向量空间中的两个元素相乘是没有意义的，但是 
对于一对适当的线性映射却存在一种有用的乘积.我们还需要 
第三个向量空间，所以假设 [/是 F 上的向量空间.如果 r e 
c ( u ， v ), s g c { v , w ), 那么定义 sr g c ( u , w ) 如下: 

{ ST ){ v ) = S { Tv ), veu . 

也就是说, ST 恰为通常的函数复合 SoT . 但是，若两个函数都 
是线性的，则大多数数学家都写成 ST 而不是 s 。 r . 你应该验 
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证，当 r G C(U,V), Se £(y，W) 时， ST 的确是从 [/到 W 的 
线性 映射. 注意，只有当 t 映到 s 的定义域内时 s ' r 才有 定义. 
我们称 ST 是 S 和 T 的乘积 (product). 你应该验证，它具有 
乘积的大多数常见性质： 

结合性 (associativity) 

(TiT 2 )T 3 - Ti(T2T 3 ) 5 这里 t 1? t 2 ,t 3 都是线性映射,并且乘 
积都有意义（即乃必须映到 r 2 的定义域内，并且 t 2 必须 
映到 A 的定义域内). 


恒等映射 (identity) 

TI = T ，IT = T, 这里 : T e C{V,W) ( 注意，在第一个等式 
中， / 是 v 上的恒等映射，而在第二个等式中 / 是 w ■上的 
恒等映射 ). 


分配性质 (distributive properties) 

(5i + s 2 yr 二 5iT + 5 2 t, 5(t x + t 2 ) = sti + sr 2 , 这里 

r,r l5 T 2 G£(c/,y), s,s u s 2 ec(v,w). 

线性映射的乘法不是交换的.也就是说， sr 二未必成 
立，即便是这个等式的两边都有 意义. 例如，若: Te £ CP ( R )， P ( R )) 
是本节前面所定义的微分映射 ， s e £( P ( R )， P ( R )) 是本节前面 
所定义的 X 2 乘映射，则 

((ST)p)(x) = x 2 p f (x), {H ((TS)p)(x) = x 2 p f (x) + 2xp(x). 
也就是说，先乘 P 再微分和先微分再乘: T 2 是不同的. 

§3.2 零空间与值域 

对于 r e C{V,W), V 中被 r 映成 o 的那些向量所组成的 
子集称为 T 的 零空间 （null space), 记为 nullT ： 

nullT — {v \ Tv ~ 0}. 

来看前一节的几个例子.在微分的例子中，我们用 Tp = p f 
定义了 Tg £( P ( R ), P ( R )). 只有常函数的导数才是零函数，于 
是，在此情况下, r 的零空间等于常函数之集. 


有些数学家使 
用术语核 (ker¬ 
nel) 而不是零 
空间 . 
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在 x 2 乘的例子中，我们用 { Tp )( x ) = x 2 p ( x ) 定义了 T e 
£( P ( R ), P ( R )). 满足 x 2 p{x) - 0(x e R ) 的多项式 p 只有 0 多 
项式.于是，在这种情况下我们有 

nullT - {0}. 

在后向移位的例子中，我们用 

T { xi , x 2 , x 2 t ,-') = (工2，抑，-..) 

定义了 T e AF ' F 00 ). 显然， T ( x u x 2 , x 3 r ^) 等于0当且仅 
当 x 2 ， x 3 , …都是 0. 于是，在这种情况下我们有 

null T — {( a , 0,0, • - •) : a G F }. 

下一个命题证明了线性映射的零空间是定义域的子空间.特 
别地，0包含于每个线性映射的零空间. 

3.1 命题： 若 : TG£(y,W) ， 则 niiUT 是 y 的子空间 . 

证明： 设由加性可得 

r(o) = t(o + o) = t(o) + r(o )， 

从而 T (0) = 0. 于是0 € nullT . 

如果 GnullT , 那么 

T{u + v) = Tu + Tv = 0 + 0 = 0, 

从而 u + ve nulir . 于是 nullT 对加法封闭. 

如果 G nullT , aGF , 那么 

T { au ) = aTu — aO = 0, 

从而 cm G nullT . 于是 nullT 对标量乘法封闭. 

我们已经证明了 T 的零空间包含0,并且对加法和标量乘 
法都封闭.因此， nullT 是 V 的子空间. ■ 
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线性映射 T :V ~^W 称为单的 ( injective ), 如果当 u,v e 很多数学家 
V ， = 时，必有 u 二 1；. 下一个命题表明，为了验证线性映 采用一对一的 

射是单的，只需验证0是唯 -^个被映成0的向量.作为这个 ( one - to - one ) 

命题的一个简单应用，我们看到，本节前面计算零空间的三个线这样 的术语 ，意 
性映射（微分、 P 乘、后向移位）中只有 x 2 乘是单的. 思与单的相同 • 

з. 2 命题:设 Te £( F ， W )) 则 T 是单的当且仅当 nullT - {0}. 

证明： 首先假设 r 是单的.我们要证明 nuiir 二 {0}. 已 
知 {0} C milir (由 3.1). 为了证明另一个方向的包含关系，设 
v E null T , 则 

T ( v )^0 = T (0). 

因为 r 是单的，故由上式可得 r = 0.于是 nullT = {0}. 

反之，假设 nullT - {0}. 我们要证明 T 是单的.为此，设 

и , veV , 并且 : Tu 二 : ZX 那么 

0 — Tu — Tv = T{u v ). 

于是 u - v 含于 nuliT = {0}. 因此 n - v = 0, BP n = v . 故 T 1 
是单的. ■ 

对于 r e £( y ， w )， 由 w 中形如 Tv{v g v ) 的向量所组成 
的子集称为 T 1 的值域 (range), 记为 rangeT ： 

rangeT = {Tv : v G V }. 

例如， 若 T e £(7>(R),P(R)) 是由 Tp = 夕所定义的微分映射， 

则 rangeT = P(R). 这是因为，对于每个多项式 g G P(R) 都存 
在多项式 P G P(R) 使得夕= g. 

又如，若 T e £(P(R),P(R)) 是由 (Tp)(x) = x 2 p(x) 定义 
的 i 2 乘线性映射，则 r 的值域是形如 a 2 x 2 + …+ a m x m 的多 
项式所组成的集合,其中 a 2 , …， e R. 

下一个命题证明了线性映射的值域是目标空间的子空间. 

3.3 命题： 如果那么 rangeT 是 W 的子 空间. 


某些数学家使 
用象 (image) 
这个词，意思与 
值域相同 . 
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证明：设 T G £(%，)，则 r (0) = 0 ( 由 3.1), 即0 G rangeT . 
如果 wi , w 2 G rangeT , 那么存在 v ly v 2 G V 使得了％二 
切1， Tv 2 = 切 2. 于是 

T(vi + v 2 ) = Tvi + Tv 2 — Wi W2, 

故 ten + i(，2 G range T . 因此， range T 对加法封闭. 

如果 to 6 rangeT , a € F , 那么存在 v e V 使得 = to . 

于是 

T(o,v) = aTv — aw, 

故 _ G range T . 因此， range T 对标量乘法封闭. 

我们已经证明了 rangeT 包含0,并且对加法和标量乘法都 
封闭，所以 ranger 是 W 的子空间. ■ 

许多数学家采 线性映射 T :V 称为满的 (surjective), 如果它的 

用映上 (onto) 值域等于例如，由 Tp =〆 定义的微分映射 re £( P ( R ), 
这个术语，意思 V ( R )) 是满的，因为它的值域等于 P ( R ). 又如，由 （ Tp ) ㈤ 二 

与满的相同. x 2 p { x ) 定义的线性映射 r G C ( V { K ), V ( R )) 不是满的，因为它 
的值域不等于 P ( R ). 再如，你应该验证，如下定义的后向移位 
Tg ^ F 00 ^ 00 ) 是满的， 

T(xi,X2 5 X 3 ,* • •) =( 工 2, 工 *3，...）. 

线性映射是不是满的与我们把什么看作目标空间有关.例 
如，固定一个正整数 m ， 由 Tp = p f 定义的微分映射: re £( P m ( R )， 
V m ( R )) 不是满的，因为多项式0^不包含于： T 的值域.然而，由 
T P 二 p ， 定义的微分映射 r G £( P m ( R ),^ m _ i ( R )) 是满的，因 
为它的值域等于目标空间 UR ). 

下一个定理是本章的主要 结果： 有限维向量空间上的线性 
映射的零空间的维数加上值域的维数等于定义域的维数. 

3.4 定理：如果 y 是有限维向量空间，并且 re £( V ， W )， 那么 
rangeT 是 W 的有限维子空间，并且 


dimy = dim null T + dim range T. 


§3.2 零空间与值域 45 


证明： 假设 V 是有限维向量空间， TeC ( V , W )， （％，… , ix m ) 
是 nullT 的一个基，那么 dim null T = m . 线性无关组 ( tti , ••-, 
Wm ) 可以扩充成 1/ 的基 …1，…， Um ， 切 1，… ，切 n ) (由 2.12) .于 
是 dimV = m - hn . 为了完成证明， 只 需证明 range T 是有限维的, 
并且 dim range r - 二 71 . 为此， 往证 （ Tix ；] [，… , Tw n ) ^ range T 
的基1 

设 v G V . 因为 （ 1 ^ ，… , u m , wi , - - * , w n ) 张成 F ， 所以 
v = a\Ui H - h amUm + biWi H - r b n w n , 


其中的这些 a 和 b 都含于 f . 用 r 作用于上式两端可得 


Tv = b\Tw\ + • • • + b n Tw n ^ 

其中没有出现形如 r % 的项，这是因为每个巧€ nullT. 上面 
这个等式表明 ，Tw n ) 张成 ranger. 特别地， rangeT 
是有限维的. 

为了证明 (Tw lr -^Tw n ) 是线性无关的，设 q ， … ， c n G 
F ， 并且 

CiTWi + • . • + CnTw n = 0 , 

那么 

T(ciWi +- h c n w n ) = 0, 

'i 

故 


c\W\ H - h c n w n e null T. 

因为，… , Um ) 张成 nullT , 所以 

C\W\ + . •. + c n w n — d\\i\ + •. • + duiUfn^ 

其中的这些 d 都含于 F . 这个等式表明，所有的 c (和都是 o 
(因为 ( ui r -, Um , Wi r -, W n ) 是线性无关的).于是， （ TW ，…， 
Tw n ) 是线性无关的，于是它是 rangeT 的基. ■ 
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现在我们可以证明，从一个有限维向量空间到比它更小的 
向量空间的线性映射不可能是单的，这里“更小”是用维数来衡 
量的. 

3.5 推论： 如果 K 和 W 都是有限维向量空间，并且 dim^ > 
dimW ， 那么 F 到 W 的线性映射一定不是单的. 

证明： 假设 V 和 W 都是有限维向量空间，并且 dimV > 
dimW. 对于 T G £( F ， VF )， 由 3.4 可得 

dim nullT = dim V — dim range T 
彡 dim V — dim W 
> 0 , 

这就证明了 dim null 了 > 0,即 nullT 必须包含非零向量.因此 
r 不是单的（由 3.2). ■ 

下一个推论在某种意义上是推论 3.5 的对偶，它表明从一个 
有限维向量空间到比它更大的向量空间的线性映射不可能是满 
的，这里“更大”是用维数来衡量的. 

3.6 推论：如果 V 和灰 都是有限维向量空间，并且 dimV < 
dimW, 那么 F 到 W 的线性映射一定不是满的. 

证明： 假设 F 和 W 都是有限维向量空间，并且 dimF < 
dim ， 对于 : T G C{V,W), i 3.4 可得 


dim range T = dim F — dim nullT 
彡 dim V 
< dim W ， 


这就证明了 dim range T < dimVF ， 即 range T 不等于 VF . 因此 
T 不是满的. ■ 

上面这两个推论在线性方程组理论中有一些重要结论.为 
了看出这 一点， 固定正整数 m 和 n ， 并设 巧， eF, j = I,--* ,m; 
k = l ， … ， n. 定义 — F w 如下 


§3.2 零空间与值域 47 


/ n n \ 

J^{^1 5 • • • ’ ^n) ~ ( / : ^l,k^k ? • " ， > : ^m,k^k I - 
\/c— 1 fc=l / 

现在考虑方程 Tx = 0 (其中 X e F ' 0是 F m 的加法单位元， 
即，由0组成的长度为 m 的组).设 CC 二 （ 0 ^, … ， x n ), 那么方程 
Tx - 0可以重新写成一个齐次方程组： 

n 


> 〕 ^m,k^k ~ 0 * 
fc=l 

把其中的这些 a 都看作已知的，我们感兴趣的是变量町，… ， x n 
的解.因此，我们有 m 个方程和 n 个变量.显然 a 二…二 
Xn 二 0是一个解，关键问题是，是否还有其他解.也就是说，我 
们想知道 nullT 是否严格大于 （0}. 这种情形恰好当 T 不是单 
的时才出现（由 3.2) .由 3.5 可知，如果 n > m , 那么 r 不是单 
的. 结论： 当变量多于方程时，齐次线性方程组必有非零解. 

设 r 如上一段,现在考虑方程 Tx = c , 其中 C =( Cl ， …， Cm ) e 
F -. 把方程 Tx = c 重新写成一个非齐次方 程组： 

n 

>〕 = Cl 


> : = c m . 
k=l 

和以前一样，把其中的这些 a 都看作已知的.现在的关键问题 
是，是不是对于每一组常数项 c 1? ... , c m € F , 变量 x l 7 ..., x n 
都至少有一个解.也就是说，我们想知道 rangeT 是否等于 1^. 
由 3.6 可知，如果 n < m ， 那么 r 不是满的. 结论： 当方程多于 
变量时，必有一组常数项使得相应的非齐次线性方程组无解. 


这里齐次 ( ho ¬ 
mogeneous ) 
的意思是每个 
方程右边的常 
数项都等于 0. 


变量多于方程 
的齐次方程组 
和方程多于变 
量的非齐次方 
程组的这些结 
果通常都是用 
高斯消元法来 
证明的.这里 
所采取的抽象 
的处理方法使 
证明更简洁. 
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§3.3 线性映射的矩阵 

我们已经看到，如果（^，… ，〜） 是 y 的基，并且了 ： v — 
W 是线性的，那么值 Tv ir -， T . v n 确定了 T 在！/ 中任意向量 
上的值.在这 一节， 我们将看到如何用矩阵和 W 的基来 有效地 
记录这些的值. 

设 m 和 7?, 都是正整数.一个 m x n 矩阵 （ matrix) 是一个 
有 m 个行和 n 个列的矩形阵列， 犹如： 

«1,1 … «l,n 

3.7 


注意，第一个下标代表行数，第二个下标代表列数.因此， a 3 , 2 表 
明该元素位于上述矩阵的第三行第二列.我们考虑的矩 阵的元 
素通常都是 F 中的元素. 

设 r e c { v , w ), (叭，… • ，0是 v 的基，（切1，…，切 m) 是 
W 的基，那么对于每个 Tv k 都可以唯一地写成这 
些 w 的线性 组合： 

3.8 Tv k = a Xyk wi + • • • + a m , k w m ， 

其中 a # G F ， j 二 1，...， m . 因为线性映射由其在基上的值确 
定，所以线性映射 r 由这些标量 a # 完全确定.由这些 a 所构成 
的 mxn 矩阵 3.7 称为 T 关于基 （ in ，…，〜）和基(^，… , w m ) 

的矩阵 （ matrix )， 记为 

M { T , ( vi , ••- ••- ，忉 m )). 

如果基 (vi, ••- ,V n ) 和基 (wi, - - - , Wm ) 在上下文中是自明的 
(例如，只有一个基)，那么将 yW ( T ，（ Vl ，… ,^),(11；!,... ,^ m )) 
简记为 M ( T ). 

为了记住如何从： T 构造 M ( n 可以将定义域的基向量 
幻1，…，横写在顶端，并将目标空间的基向量祕1，… ，祕 m 竖 
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写在左侧，如下 所示: 


注意，在上面的矩阵中，只列出了第 fc 列（因此所列出的这些 a 
的第二个下标都是 fc ). 把写成诸 w 的线性组合,所需的这 
些系数就组成了 M ( T ) 的第 fc 列.于是，上面的图会提醒你，从 
矩阵 、 M ( r ) 又得到了 Tv k ： 将矩阵的第 fc 列的每个元素与左侧 
的列中相应的 w 相乘,然后再将所得向量相加. 

如果: T 是 f - 到 I - 的线性映射，那么除非特殊说明，总设 
所考虑的基是标准基(其中第 fc 个基向量的第个位置是1，而 
其他位置都是 0). 如果把中的元素看成由 m 个数组成的 
列，那么可以把 M ( T ) 的第 fc 列视为 r 对 fc 个基向量的作用. 
例如，若 r G £( f 2 , f 3 ) 定义如下 


线性映射0 ( 把 
每个向量都变 
成0的线性映 
射)关于任何基 
的矩阵都由0 
组成. 


T ( x , y ) = (x + 3 y , 2 x + 5 y , lx + 9 y ), 

那么 r ( l ,0) = ( l ,2,7), T (0, l ) = (3,5,9). 因此 ， T (关于标准基) 
的矩阵是3 x 2矩阵 


2 5 


若我们有 F 的基(％ … ，〜）和 W 的基(…，… ，祕 m ), 则 
对于每个从 V 到 W 的线性映射，我们都可以谈论它的矩阵（当 
然，是关于这些基的).两个线性映射之和的矩阵是否等于这两 
个映射的矩阵之和？ 

这个问题现在还没有意义，这是因为，尽管我们定义了两个 
线性映射的和,但是还没有定义两个矩阵的和.幸好矩阵的和有 
明显的定义，而且此定义恰好就有这样的性质.具体地，我们规 
定同样大小的矩阵相加就是把矩阵中相对应的元素 相加： 
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^1,1 … ^l,n 

4- 

h，i •. 

• ^l,n 

_ ^m,l .•’ ^m,n 

丁 


• ^m,n 

。 1,1 + &1.1 … 

^1,? 

1 + &l,n 


_ i + b 17l i •'. 

^'771,7 

• 

i + b ni ， n - 



对于如此定义的矩阵加法，你应该验证，当 T，S e £( F ， W ) 时， 
3.9 M{T + 5) = M ( T ) + M { S ). 

仍然假设我们已经取定了某些基，标量与线性映射之积的 
矩阵是否等于标量与线性映射的矩阵之积？这个问题现在还没 
有意义,这是因为我们还没有定义矩阵的标量乘法.幸好矩阵的 
标量乘法有明显的定义，而且此定义恰好就有这样的性质.具体 
地，标量与矩阵的乘积就是用该标量乘以矩阵的每个 元素： 


ai，l . 

• ^l,n 



• cai， n 

_ • 

• n 


一 Cdjn^i 

• CQjqn’n ■ 


对于如此定义的矩阵的标量乘法，你应该验证，当 C G F，r e 
£ w ) 时， 



3.10 M ( cT ) = cM ( T ). § 

1 

因为已经定义了矩阵的加法和标量乘法，所以由此产生一 | 

个向量空间就不足为奇了，只需一个记号来表示这个向量空间， | 
元素在 F 中的所有 mxn 矩阵之集记为 Mat ( m ， n ， F ). 你应该验 
证，关于上面定义的矩阵加法和标量乘法， Mat ( m ， n ， F ) 是向量 ； 
空间.注意， Mat ( m , n , F ) 的加法单位元是元素全为0的 m x n | 
矩阵. c , § 

设是 V 的基， ( wi r -, W m ) 是 W 的基, （ Wjl ，…， I 
%) 是另一个向量空间 C / 的基考虑线性映射 S : — V 和 

售 
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T ： v -^ w , 它们的复合映射 rs 是从 [/ 到 w 的线性映射.如 
何通过 M ( T ) 和 M ( S ) 计算 M ( TS )7 这个问题的最佳答案是 
如下的漂亮关系： 

3.11 M ( TS )^. M ( T ) M ( S ), 


但是，这个方程的右端目前还没有意义，这是因为我们还没有定 
义矩阵的 乘法. 我们要定义一种矩阵乘法以使上式成立.让我 
们来看看该怎样做. 

设 



- «i,i . 

• ^l,n " 


、，i 

••- Kp ' 

M ( T ) = 

- 1 • 

* ^ m,n - 

， M ( S ) = 

.^n,l 

… b n ,p _ 



因此， M { TS ) 是 m x p 矩阵，它的第 j 行第 fc 列元素等于 
Sr=l a j，rb r ，k. 

现在如何定义矩阵的乘法以使得 3.11 成立就是显然的事了. 

即，如果 A 是 m x n 矩阵，其元素为 ％， fc ， J 3 是 n x p 矩阵 ，其 你可能从以前 
元素为 bj , k , 那 么定义是 m x p 矩阵，其第 j 行第 fc 列元 的课程已经知 
素等于 道了矩阵乘法 


> : a j,r^r,k' 

也就是说，把4的第 j 行与 B 的第 fc 列的对应元素相乘再求 
和，就得到中第行第 fc 列元素.注意，只有当第一个矩阵 


的定义，尽管当 
时你可能还不 
知道这么做的 
动机. 
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你应该举例说 
明矩阵乘法是 
不可交换的. 
也就是说 ， AB 
不一定等于 


的列数等于第二个矩阵的行数时，我们才能定义这两个矩阵的 
乘积. 

例如， 3x2 矩阵乘以 2x4 矩阵可得一个 3x4 矩阵： 



5 4 
1 0 


10 

26 

42 


7 

19 

31 


4 1 
12 5 
20 9 


BA , 即使它们 
都有定义. 


设（^，…，是 V 的基如果 v G 那么存在唯-组 

数屹…九使得 


3.12 v — b \ V \ + …+ b n v n . 

v 的矩阵 （ matrix ) 是一个 n x 1矩阵,记为 M ( v ), 定义如下 

' bi ' 

3.13 M ( v ) = : . 

_ On • 

在上下文中，基通常都是自明的，但是，当采用符号 
v n )) 而不采用 M ( v ) Bt , 就需要把基明确地写出来. 

例如，把向量® G F n 的坐标看成一个 n x 1 矩阵中的元素， 
即可得$关于标准基的矩阵.也就是说，如果 : r = r n ) G 

F ' 那么 

xi 

M { x )= : . 


下一个命题表明，线性映射的矩阵、向量的矩阵以及矩阵乘 
法是如何结合在一起的.在此命题中， M ( Tv ) 是向量以关于基 
(奶，…， Wm ) 的矩阵, M { v ) 是向量 V 关于基 • - , V n ) 的矩 
阵，而 M ( T ) 是线性映射 r 关于基 ( n ， …， o 和(奶，…，切 m ) 
的矩阵. 

3.14 命题： 设 T G C ( V , W ), (%，，•• , v n ) 是 V 的基 ， （w ，…， 
w m ) 是 W 的基，那么对每个 ve V 都有 


M ( Tv ) = M { T ) M ( v ). 
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证 明：设 

^ i,i ... ai， n 

3.15 M{T )=： : 

_ a m 1 * ^m,n 

回想一下,这指的是，对每个 fc 都有， 

m 

3. 16 Tvk — v 


设 t ; 是 F 中的任意向量，将其写成 3.12 的形式,那么就 
是 3.13 所给出的矩阵.现在， 


Tv = biTvi + …+ b n Tv n 

rn m 

= a j , lW 3. + … • + & n D aj, n Wj 

.7=1 j=l 

m 

= y^( Q j,i^i+ … .+ aj, n b n )w” 
j=i 

其中第一个等式由 3.12 得到，第二个等式由 3.16 得到.最后的 
那个等式表明 ； 向量关于基 （ tin ，…， t / v ,) 的 m x 1矩阵 
M ( Tv ) 由下面的等式给出， 


M(Tv) 


ai ， i&i + • • • + di ， n b n 


,1^1 + …+ 


根据公式 3.15 和 3.13 以及矩阵乘法的定义，这个公式表明 
M{Tv) = M(T)M(v). ■ 


§3.4 可逆性 


线性映射 T 7 e C(V, W) 称为可逆的 ( invertible ), 如果存 
在线性映射 S G C(W,V) 使得 5 T 等于 V 上的恒等映射，并且 
TS 等于 W 上的恒等映射.满足 ST = I， TS = I 的线性映射 
s G C(W,V) 称为 r 的逆 ( inverse ) (注意,第一个 J 是 V 上 
的恒等映射，第二个 J 是 W 上的恒等映射). 

如果 S 和 V 都是 T 的逆，那么 
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S = SI = S ( TS f ) = { ST ) S f - IS f = 

故 s 二 V . 也就是说，如果 r 可逆，那么它的逆是唯一的，将其 
记为 t ~\ 再重复一 遍： 如果 r e c ( y , w ) 可逆，那么 r - 1 是 
C { W , V ) 中唯一一个使得 T ^ T ^ I , TT - 1 二 I 的元素.下面的 
命题刻划了可逆线性映射. 

3.17 命题： 一个线性映射是可逆的当且仅当它既是单的又是满 
的. 

证 明：设 r € c ( v , w ), 那么需要证明， r 是可逆的当且仅 
当它既是单的又是满的. 

首先假设 r 是可逆的.为了证明 t 是单的，设 € 
v , ru = : ri ；， 那么 

u = T -\ Tu ) = T - 1 ㈣ :二 V ， 

故 m = r 因此， r 是单的. 

仍设 r 是可逆的.现在证明 r 是满的.为此,设切 e 研，那 
《w = TiT ^ w ), 这表明切含于： T 的值域.于是 rangeT = W , 
故 r 是满的.这就完成了证明的一个方面. 

现在假设 T 既是单的又是满的.我们需要证明 T 是可逆 
的.对于每个 w e W , 定义是 K 中唯一使得 T ( Sw ) — w 
的那个元素（由: T 既单又满可得此元素的存在性和唯一性).显 
然，等于 W 上的恒等映射.为了证明 6 T 等于 F 上的恒等 
映射， ^ veV , 那么 

T ( STv ) - { TS ){ Tv ) - I [ Tv ) 二 Tv . 

这个等式表明 STv = t ; (因 T 是单的)，因此 sr 等于 F 上的 
恒等映射.为了完成证明，还需要证明 S 是线性的.为此，设 
wi , w 2 G W , 那么 

T{Swi + Sw2 、 = T ( Swi ) + T ( Sw2 ) — Wi + W2 - 

于是，加 ; i + Sii ； 2 是 v 中唯一被 r 映成切！ +切 2 的那个 元素. 
再由 S 的定义可得 S(wi + w 2 ) = Swi + Sw 2 . 因此， S 满足加 
性.齐性的证明是类似的.具体地，如果 W ， F ， 那么 



T ( aSv )) — aT ( Sw ) = aw . 
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于是，是 V 中唯一被 T 映成 aw 的那个 元素. 再由 S 的定 
义可得 S ( aw ) = aSw . 因此， S 是线 性的. ■ 

称两个向量空间是同构的 ( isomorphic ), 如果存在从一个 
向量空间到另一个向量空间的可逆线性映射.作为抽象的向量 
空间，两个同构的向量空间具有相同的 性质. 按照这种观点，你 
可以认为可逆线性映射就是把向量空间的元素都重新标记了一 
遍. 


如果两个向量空间是同构的，并且其中之一是有限维的，那 
么另一个也是有限维的.为了说明这一点，设 V 与 W 是同构 
的，并且 r e c(v, w) 是可逆线性映射.若 y 是有限维的，则 
W 亦然（由 3.4) .用: T- 1 G C ( W , V ) 代替 r 做同样的推理可以 
证明，若 W 是有限维的，则 V 亦然 • 实际上，有更多的事实成 
立，如下面的定理所示. 

3.18 定理： 两个有限维向量空间同构当且仅当它们的维数相等. 

证明： 首先设 V 和 W 是同构的有限维向量空间，则存在 
从 F 到 W 的可逆线性映射 T . 因为 T 是可逆的，所以 nullT - 
{ 0 }, range T = W, 从而 , dim nullT = 0, dim range T = dimW. 
于是，公式 


dim V = dim null T + dim range T 


(参见 3.4) 变成了等式 dimV = dim W ， 这就证明了一个方面. 

为了证明另一个方面，假设 V 和 W 是维数相同的向量空 
间， { vir - ，0是 V 的基, （ W ， … ，祕 n ) 是 W 的基，: T 是从 F 
到 W 的线性映射，定义如下 

T(a\Vi H - h a n v n ) = a\W\ H - h a n w n . 

因为 Oi , … ， ty n ) 张成所以了是满的;又因为（祕1,… , w n ) 
是线性无关的，所以 T 还是单的.由于: T 既单又满，从而可逆 
(参见3.17)，因此 V 与 W 是同构的. ■ 


在希腊语中， 
词 isos 的意思 
是相同；词 mo ¬ 
rph 的意思是 
形状.因此， is ¬ 
omorphic 的 
字面意思就是 
同形. 
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既然每个有 
限维向量空间 
都同构于某个 
F n ， 那为什么 
还要研究抽象 
的向量空间呢？ 
答案是，的 
研究会很快得 
出不等于 F n 
的向量空间. 
例如，我们会 
遇到线性映射 
的零空间和值 
域、矩阵集合 
Mat ( n ， n ， F )、 

多项式集合 
V n (F). 尽管这 
些向量空间都 
分别同构于某 
个 F m , 但是这 
样考虑问题往 
往只会增加复 
杂性而不会带 
来新的见识. 


上面的这个定理表明，每个有限维向量空间都同构于某个 
F n 具体地，如果 F 是有限维向量空间，且 dimV = 71，那么 V 
和 F n 同构. 

如果 （1^ ，…， t n ) 是 V 的基，—1，… ，10 m ) 是 W 的基，那 
么对于每个 r e C(V,W), 都有矩阵 M{T) E Mat(m ， n ， F). 这 
就是说，一旦选定了 V 和 VF 的基，那么 7 W 就是从 £( T /, W ) 到 
Mat(m,n ， F) 的函数. 注意， 3.9 和 3.10 表明人 f 是线 性映射.现 
在我们证明，这个线性映射实际上还是可逆的. 

3.19 命题 •• 设 （ tn ， … ,v n ) 是 y 的基， {w ir -,w m ) 是 W 的 
基，那么 是 / XKW) 和 Mat(m ， n ， F) 之间的可逆线性 映射 . 

证明：已知人 t 是线性的，故只需 证明州 既是单的又是满 
的（由 3.17). 这些都很容易.先从单性开始.如果 T G C(V,W) : 
并且 M(T) = 0, 那么 Tvfc = 0 ， fc = 1 ， … ， n. 因为 （ vi ， … ， v n ) 
是7的基，所以 ： T = 0. 于是，是单的（由 3.2). 

为了证明 vM 是满的，设 

^1,1 … 0-1,n 

A 二： ： 


是 Mat ( m ， n ， F ) 中的一个矩阵， T 是从 V 到 W 的线性映射，使 
得 



Tvk = ^2 a j,k w j， = 1, ••- , n . 
j=i 


显然， M(T) 等于 A ， 故 M 的值域等于 Mat ( m ， n , F ). ■ 

显然，只有一个元素为1，其余元素全为0的 m x n 矩阵 
的全体组成了 Mat ( m , n , F ) 的基这样的矩阵共有 mn 个，因此 
Mat ( m , n , F ) 的维数等于 mn . 

现在我们可以确定从一个向量空间到另一个向量空间的所 
有线性映射所构成的向量空间的维数. 
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3.20 命题： 如果 F 和 W 都是有限维的，那么 C(V,W ) 是有限 
维的，并且 

dim £( V , W) = (dim F)(dim W). 

证明：由 dimMat(m ， n ， F) = mn, 3.18 以及 3.19 得证._ 


I 一个向量空间到其自身的线性映射称为算子 （ operator ). 

如果想指明向量空间，我们说线性映射 T : F — F 是 F 上的算 
子.因为我们感兴趣的常常是从一个向量空间到其自身的线性 
映射,所以我们采用符号 C(V) 来表示 F 上算子的集合.也就是 
^ C(V) = C(V,V). 

由 3.17 可知，若一个线性映射既单又满，则其可逆.对于 
向量空间到其自身的线性映射，你可能想知道，仅由单性或满性 
之一是否可以推出可逆性.从我们考虑过的某些例子可以看出， 
I 对于无限维向量空间，任何一个条件都不能单独推出可逆性 . X 2 

乘算子（从 V(R) 到其自身）是单的但不是满的.后向移位算子 
| (从到其自身）是满的但不是单的.从这些例子来看，下一 
个定理是很不平凡的——它表明，对于从有限维向量空间到其 
自身的线性映射,单性和满性中的任何一个都能推出另一个. 

| 3.21 定理： 设7是有限维的.如果: Te £( V )， 那么下列等价： 


算子的研究是 
线性代数中，也 
是本书中最深 
刻和最重要的 
内容 • 


] ; ( a ) T 是可 逆的； 

1 ( b ) T 是 单的； 

: ( c ) T 是满的, 

证 明：设 re C{V). 显然，⑷蕴含 （ b ). 

: 现在假设 ( b ) 成立，于是 r 是单的，从而 nullT = 0 ( 由 3.2). 

由 3.4 可得 

: 驾 L . 

dim range T = dim 1/ — dim null T 

4 ' = dim V ， 

.•- ；. 

" 这表明 rangeT 等于 F (参见第 2 章习题 11)， 从而 r 是满的. 
因此 （ b ) 蕴含 ㈦ . 

，一 现在假设 （ c ) 成立，于是 r 是满的，从而 rangeT = F •由 
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3.4 可得 


dim null T = dim V — dim range T 

二0， 


这表明 nullT 等于 {0}， 从而 T 是单的（由 3.2), 故: T 是可逆的 
(已知: T 是满的).因此⑷蕴含 （ a ). ■ 
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习 题 

1. 证明每个从一维向量空间到其自身的线性映射都是乘以某 
个标量.准确地说，证明：如果 dimv 二1 ， r e axv ), M 
么有 a G F 使得对所有 K F 都有 7\， = 


2. 给出一个非线性函数/ ： R 2 ^ R 使得对所有 a e R 和所 
^ veR 2 都有 

f(av) = af(v). 

3. 设 V 是有限维的.证明 V 的子空间上的线性映射可以扩 
张成 V 上的线性映射.也就是说，证明：如果[/是 F 的 
子空间 ， s e c ( u , w ), 那么存在 r e ay , w ), 使得对所有 
u e u 都有 rix = Sit . 


习题2表明齐 
性并不意味着 
线性.加性也 
不意味着线性， 
其证明涉及的 
高等工具超出 
了本书的范围. 


4.设: T 是从 F 到 F 的线性映射. 证明： 若 M G V 不含于 
null 则 

V — nullT 1 ㊉ {au : a e F}. 


5 . 设了 e C { V , W ) 是单的，并且 （ m ，…，〜）在 F 中线性无 
关.证明 ( Tvi ,-..， Tt ; n ) 在 W 中线性无关. 

6. 证明： 如果 , S n 都是单的线性映射，并且&… S n 有 
意义，那么&...^是单的. 

7. 证明： 如果（％，…， o 张成 V ，并且 re £( y ， wo 是满的， 
那么 ( T Vl ， …， TO 张成 

8. 设 f 是有限维的，并且 r G C { V , W ). 证明 y 有子空间 c / 
使得 [/ H null T — {0 }， 并且 rangeT = {Tu : u G U }. 


9. 证明： 如果: r 是从 F 4 到 F 2 的线性映射，使得 


nullT = {(xi,a ： 2 ,a ； 3 ,X 4 ) G F 4 : xi = 5^2 且心 = 7^4}, 


那么 r 是满的. 
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10. 证明从 F 5 到 F 2 的线性映射的零空间都不等于 

{(xi,X2,X 3 ,X4,a ： 5) ^ F 5 : XI = 3^2 K Xs = X4 — X 5 ). 

11. 证明： 如果在 V 上有一个线性映射，其零空间和值域都是 
有限维的，那么 V 是有限维的. 

12. 设 V 和 W 都是有限维的.证明存在从 F 到 W 的满的线 
性映射当且仅当 dimW ^ dimF. 

13. 设7和 W 都是有限维的，并且 [/是 F 的子空间.证 
明： 存在 ： T (E C ( V , W ) 使得 nulIT = U 当且仅当 dimC / ^ 
dim V — dim W. 

14. 设 W 是有限维的，并且证明： r 是单的当且 
仅当有 s e C ( W , V ) 使得 sr 是 v 上的恒等 映射. 

15. 设 V 是有限维的 ； 并且 T (E C { V , W ), 证 明：了 是满的当且 
仅当有 s e c { w , v ) 使得 r . s 是 w 上的恒等映射. 

16. 设 [/和 V 都 是有限维向量空间，并且 S € C { V , W \ T G 
C ( U , V ). 证明 

dim null ST ( dim null S + dim null T . 

17. 证明矩阵加法和乘法的分配性质成立.也就是说，设 A ， B ， 
C 都是矩阵，并且 A(B -f C ) 有意义.证明 ： + AC 有 
意义，并且 A(B + C ) = AB + AC . 

18. 证明矩阵乘法是结合的.也就是说，设 AB ， C 都是矩阵, 
并且 （4 B ) C 有意义. 证明： A ( BC ) 有意义，并且 （ AB)C 
= A { BC ). 

这个习题表明 
T 具有在第 39 
页所保证的形 
式. 



其中使用了标准基. 证明： 对于每个（^，…， x n ) e F " 都有 

+ •…+ <^m,n^n)* 

20. 设 （ W , …，〜）是 F 的基证明如下定义的函数: T : K — 
Mat ( n , 1， F ), 

Tv — M ( v ), 

是 F 到 Mat ( n , l , F ) 上的可逆线性映射，其中是 
v eV 关于基 ( vi , ••- , v n ) 的矩阵. 

21. 证 明：从 Mat ( n ， l , F ) 到 Mafc ( m , l , F ) 的每个线性映射都是 
乘以某个矩阵.换句话说， 证明： 如果 : r e £( Mat ( n ? LF ), 
Mat ( m ， l ， F ))， 那么有 mxn 矩阵 4 使得对每个 B e 
Mat ( n , l , F ) 都有 TB 二 AB . 

22 •设 V 是有限维的，并且 e C ( V ). 证明灯 可逆当且仅 
当 S 和 T 都可逆. 

23. 设 F 是有限维的，并且 * S，T e C { V ). 证明 ST = I 当且仅 
当 TS = I . 

24. 设 y 是有限维的,并且 t e C ( V ). 证明 r 是恒等映射的标 
量倍当且仅当对每个 s g C ( V ) 都有 sr 二 rs . 

25. 证明： 如果 y 是有限维的，并且 dimy >1,那么 V 上不可 
逆算子之集不是 C { V ) 的子空间. 

2 6. 设 n 是正整数，并且 e F , i，j = 1,... , n . 证明下面的 
( a ) 和 （ b ) 等价 • 


( a ) 齐次线性方程组 


Y^<H, k x k = ◦ 

k—l 


> : ^n,k^k — 0 . 
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只有平凡解 xi ^ = x n = 0. 

( b ) 对于每组 Cl ，…， Cn e F ， 方程组 


> : ^l,k^k ~ 
k—1 


> 二 ^n.k^k — ^n* 
k=l 

都有解. 

注意,此处方程的个数与变量的个数相同. 


第 4 章多项式 

这简短的一章不包含线性代数的内容，而是包含了我们在 
讨论从向量空间到其自身的线性映射时所需要的关于多项式的 
一些背景资料> 本章的很多结果你可能已经从其他课程知 道了； 
在这里包含这些知识只是为了完整性。因为这一章不是关于线 
性代数的，所以老师可能会讲得很快.可以不要求你把所有的证 
明都仔细看一遍，但是你至少要把本章中所有结论的陈述看一 
遍，并且理解它们一一这些结论在本书的其余部分是要用到的. 


F 表示 R 或 C . 
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§4.1 次 数 

回忆一下，对于函数 p : F F , 如果存在 a 。，• •. ， G F 
使得对所有 z G F 都有 

p{z) — (2q 4- OL\Z + a ， 2^ 2 + . ■ ‘ + d fn z rri ^ 

则称 p 为系数在 F 中的多项式.如果 P 可以写成上述形式，其 
中# 0, 则称 p 的次数为 m . 如果所有的系数 仰， • • • ，都 
等于0,那么我们就说 p 的次数为 - oo . 就目前我们所知道的而 
言,一个多项式可能有不止一个次数，因为我们还没有证明上面 
等式中的系数是由函数 P 唯一确定的. 

回忆一下， V ( F ) 表示系数在 F 中的所有多项式所组成的向 
量空间， P m ( F ) 是 V ( F ) 的子空间，由系数在 F 中次数不超过 
m 的多项式组成.对于多项式 p € V ( F ), 如果数 A G F 满足 

p(A) = 0. 

则称 A 为 p 的根 ( root ). 根在多项式的研究中起着至关重要的 
作用.我们首先证明， A 是 p 的根当且仅当 p ^ z - X 的倍式. 

4.1 命题： ilpe V ( F ) 是 m 次多项式， m 彡 1 .令 AGF ， 则入 
是 p 的根当且仅当存在 m -1 次多项式 gGP ( F ) 使得 

4.2 p(z) = (z — A)q(z), z G F . 

证明： 证明的一个方面是显然的.即假设存在多项式 g e 
P ( F ) 使得 4.2 成立，则 

P (入) = ( 入-入)9(入 ） = 0， 

因此 A 是 p 的根. 

要证明另一个方面，设 A e F 是 p 的根 .令勿 ，…， G F ， 
使得并且 

p(z) = a 0 + a\z + a 2 z 2 ^- h a m ^ m , z eF. 

因为 = 0,所以 


必要的时候, 
可以使用关于 
- oo 的显然算 
术.比如，对每 
个整数 m , 都有 
— oo < m , 并且 
— oo+m = — oo . 
我们已经规定 
了 0多项式的 
次数是 - oo , 于 
是，很多结果 
都不再有例外. 
例如，即使 p = 
0, pq 的次数也 
等于 P 的次数 
加上 g 的次数. 


0 = cio + d\X + ci2^? + •. • + a m A m . 


将上面的两个等式相减，得 

p(z) = ai (z — A) + a2( 之 2 — A 2 ) + … + ~ 入爪 )， z eF. 

对每个 j = 2, …， m ， 都有 

—入 ) — (^z — \)Qj—i (^), z G F, 

其中％ — i 是某个 J - 1 次多项式（具体地，取 qj-i(z) = z j ~ l 4- 
z j ~ 2 X + •…+ z\ j ~ 2 + X^ 1 ). 因此 

p(z) = (z- X) (a x + a 2 qi{z) 4 -+ a^qm-iiz)), z eF. 

K -- -V- -- ， 

Q ( z ) 

显然 g 是 m - 1次多项式. ■ 

现在我们可以证明多项式不会有太多的根. 

4.3 推论： 设 p € P(F) 是 m 次多项式， m 彡 0, 则 p 在 F 中最 
多有 m 个互不相同的根. 

证明： 若 m = 0,则 p ⑷ = a 0 # 0,故 p 没有根.若 m = 1， 
则 P = a 0 + aiz , 其中 W # 0,故 p 恰好有一个根，即 - ao / w .现 
在设 m > 1. 对 m 用归纳法，假设每个 m - 1次多项式最多有 
m - 1 个不同的根.如果 p 在 F 中没有根，则结论成立.如果 p 
有一个根 AGF , 则由4.1，存在一个 m - 1次多项式 g 使得 

P ㈤ = { z ~ X ) q ( z ), zeF . 

上面的等式表明：若 p ( z ) == 0，则;2： = A 或者= 0. 也就是 
说, P 的根是由 A 和 g 的根组成的.由归纳法假设, g 在 F 中至 
多有 m -1 个不同的根.因此 p 在 F 中至多有 m 个根. ■ 

下一个结果表明，如果一个多项式恒等于0,那么它的所有 
系数一定都等于 0. 
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可以认为， 4.6 
给出了 p 除 g 
时所得的余项 
为 r. 


4.4 推论：设 a 。， … ， a m G F. 如果 

cto O-'iz ci2 之 2 + ... + amZ 171 = 0, ^ G F, 

则 — * * * = a m — 0 . 

证明. • 假设对所有 ^ G F 都有 a 。 + ap + ( i2Z ^ + … + ci m z m 
等于 0. 根据 4.3, 任何非负整数都不可能是这个多项式的次数. 
于是所有的系数都等于 0. ■ 

上面的推论表明,对任意非负整数 m ，（ l ， z ， …，严)在 V ( F ) 
中都是线性无关的.我们早就注意到了这一点（在第2章)，但至 
此才给出了完整的证明.这个线性无关性意味着每个多项式都 
可以唯一•地表示成形如/的函数的线性组合.特别地，多项式 
的次数是唯一的. 

如果 P 和 g 都是非负整数，并且 p _ 0,则存在非负整数 s 
和 r 使得 


q -- sp + r. 

并且 r < p . 考虑 g 除以 p ， 则可得商 s 及余数 r . 下面对多项式 
证明类似的结果. 

令 degp 表示多项式 p 的次数.下一个结果通常称为带余除 
法，但这里的表述并不是一个真正的算法，而只是一个有用的引 
理. 

4.5 带余除法 (Division Algorithm ) :设 p, q £ P(F ), 并且 
P # 0, 则存在多项式 ~ r e P(F), 使得 

4.6 q = sp-hr 

并且 degr < degp. 

证明： 取 s € 卩 ( F ) 使得 q - sp 的次数最小 . ^ r — q - sp. 
于是 4.6 成立，下面只需证明 degr < degp. 假设 degr 彡 degp . 
如果 c G F 并且 j 是一个非负整数，那么 

q — (s-cz^)p = r ~ cz^p. 

取 j 和 c 使得上面等式右端多项式的次数小于 degr (具体地， 
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取 j =: degr - degp , 然后取 c 使得在 r 和 cdp 中 z degr 的系数 
相同).这与 s 的取法矛盾，因为我们已经把 s 取成了使得表达 
式 q - s P 具有最小次数的多项式. ■ 

§4.2 复系数 

到目前为止，通过约定 F 代表 R 或 C , 我们已经同时处理 
了复系数多项式和实系数多项式.现在我们将会看到这两种情 
形之间的区别.本节讨论复系数多项式.下一节将利用这些关于 
复系数多项式的结果来证明实系数多项式的相应结果. 

虽然本章没有线性代数内容，但是到目前为止这些结果都 
还是用代数证明的.下一个结果，虽然称为代数学基本定理，但 
是它的证明却需要分析知识.这里给出的简短证明用到了复分 
析的工具.如果你还没有学过复分析方面的课程，那么这个证明 
对你而言就不太有意义.要是这样的话，只要将代数学基本定理 
当作一种事实来接受就可以了，这种事实的证明所用到的高级 
工具往往在后续的课程中才能学到. 


4.7 代数学基本定理 （Fundamental Theorem of Algebra ) : 
每个不是常数的复系数多项式都有根. 

证 明：设 P 为不是常数的复系数多项式.假设 P 没有根，则 
1/ p 是 C 上的解析函数.进而当 p ( z ) - 00, 这说明 
当 Z 4 00时， 1 /p 4 0. 因此 1/ p 是 C 上的有界解析函数.根 
据 Liouville 定理，任何这样的函数都一定是常数.但若 1/p 是 
常数，则 P 是常数，这与 p 不是常数的假设矛盾. ■ 

由代数学基本定理可以得到下面的关于复系数多项式分解 
的结果.注意到在这个分解中，数&，…， A m 恰好是 P 的所有根， 
因为只有当 z 取这些值时才能使 4.9 的右端等于 0. 

4.8 推论： 如果 peP(C) 是非常数多项式，则 P 可以唯一分解 
(除因子的次序之外）成如下形式 


这是一个存在 
性定理.二次 
求根公式明确 
地给出了 2次 
多项式的根 . 3 
次或4次多项 
式也有类似的 
但要复杂得多 
的公式 . 5次以 
上的多项式就 
没有这样的公 
式了. 


4.9 


p(z) = c(z - Ai) … （z - A m ), 








其中 c ，/\ i ，…， A m G C . 


证明：设 p G P ( C ), m 表示 p 的次数.对 m 用归纳法.若 
m = 1，则分解显然存在且唯一.假设 m > 1，并设对于 m - 1次 
多项式分解存在且唯一. 

我们首先证明 P 的分解存在.由代数学基本定理 （47), p 有 
一个 根九由 4.1， 存在 m - 1 次多项式 g 使得 

p(z) = (z - A)q(z), zeC. 

由归纳法假设， g 有想要的分解，将这一分解代入上面的等式即 
可得 P 的分解. 

现在考虑唯一性问题.显然 c 是由 4.9 唯一确定的——它 
一定等于 p 中的系数.因此我们只需证明除了次序之外， 
Ai,-.- ,A m 是唯一确定的.如果 

(z — Ai) - • (z — A m ) = (z — Ti) . . • — T m ), z € C, 

那么，因为当 z = Ai 时上面等式的左端等于0,所以右端一定有 
一个 t 等于重新排列下标，可设 n - Ax . 现在对于 z + k 
上式两端都除以 z - Ai ，则 

(2；— 入 2) ' ' \z — A m ) — (z — T 2 ) • • . (2 — T m ) 

对除 z &之外的所有 z G C 都成立.事实上上面的等式一 
定对所有的2 G C 都 成立; 否则，从等式的左端减去右端将得到 
一 个具有无限多个根的非零多项式.由上面的等式及我们的归 
纳法假设可知，除了次序之外，诸 A 与诸 t 是相同的，这就完成 
唯一性的证明. ■ 

§4.3 实系数 

在讨论实系数多项式之前，我们需要学习更多的复数知识. 
设 z = a + h 其中 ( Z 和6都是实数，则 a 称为 Z 的实部 
(real part ), 记为 Rez ， 而6称为 z 的虚部 (imaginary part ), 
记为 Imz. 于是对任意复数 z ， 都有 
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z — Re z + (Im z ) i . 

复数 z 的 复共辆 (complex conjugate ), 记为定义为 

z = Ke z — (Im z ) i . 

例如 2 + = 2 — 3 i . 

复数 ^ 的绝对值 （absolute value ), 记为 ㈤ ，定义为 

|^| = >/(Re z ) 2 + (Im z ) 2 . 

例如， |1 + 2 i 卜注意， | z | 总是非负的. 

你应该验证，实部、虚部、绝对值和复共轭具有以下 性质: 
实部的可加性 （additivity of real part ) 

对所有 w,zeC 都有 Re {w + z )^ Re w + Ke z ] 

虚部的可加性 （additivity of imaginary part ) 

对所有 w.zeC 都有 Im {w + z ) = Im w -\-Im z ; 

之与云的和 (sum of z and z) 

对所有 z e C 都有 z-hz = 2 Re 2 :; 

之与乏 的差 （difference of 之 and z) 

对所有 z G C 都有 z~z = 2 (Im z ) i ; 

之与 5 的积 (product of z and z) 

对所有 z e C 都有巧 = H 2 ; 

复共辆的可加性 （additivity of complex conjugate ) 

对所有 GC 都有 w + z = w + z ; 

复共辆的可乘性 （multiplicativity of complex conjugate ) 

对所有 w,z e C 都有丽二 ID 乏； 

共轭的共辆 （conjugate of conjugate ) 

对所有 zeC 都有 f 二之； 

绝对值的可乘性 （multiplicativity of absolute value ) 

对所有 G C 都有卜 2 ；| = \ w \\ z \. 


注意 ， z 
且仅当 
个实数. 


乏当 

是一 
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在下一个结果中，我们需要把实系数的多项式看成 P ( C ) 中 
的元素.因为每个实数都是复数，所以这是有意义的. 


实系数多项式 
可能没有实根. 
例如，多项式 
1+ x 2 就没有实 
根.在后面几章 
将会看到，代数 
学基本定理对 
R 不成立，这说 
明了实和复向 
量空间上运算 
的差别. 


4.10 命题： 设 p 是实系数多项式.如果 AeC 是 p 的根，则乂 
也是 P 的根. 

证 明：设 

p{z) — CLq d\Z ClmZ 171 ， 

其中 a 0 , …，是实数，并设 A G C 是 p 的一个根，则 

a。 + diA + • • • + a m A m = 0. 

等式两端取复共轭，得 


do + + . • • + 二 0 , 


此处我们用到了刚刚列出的复共轭的一些基本性质.上面的等 
式表明 A 是 p 的一个根. ■ 


我们想要证明实系数多项式的分解定理.为此，先来描述可 
以写成两个1次实系数多项式之积的2次实系数多项式. 


考虑一下二次 4.11 命题： 设 a ， 0eR ， 则存在形如 
求根公式和此 

命题的联系 4.12 x 2 + az +/? 二 （x — Ai)(:r — 入 2) ， Ai, A 2 E R 

的多项式分解当且仅当 OL 2 > 4/?. 

证明： 注意到 

4.13 + OCX /3 ~ + — ^ + - 

首先假设 a 2 < 4久则对每个 xeK , 上式右端显然都是正 
的，因此多项式 x 2 + ax + p 没有实根.于是不存在形如 4.12 的 
分解. 

反之,设 a 2 彡切，则存在一个实数 c 使得 c 2 =誓 — A 由 


4.13 得 
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x 2 + ax + — [ x - c 2 

= (x + |+ c )( a ； + -|- c ), 

这就是我们要的 分解. ■ 

在下面的定理中，每个形如: c 2 + a # +沟的项,其中¥ < 
瑪，都不能分解成两个次数为1的实系数多项式的乘积(由 4. H ). 
注意到在下面的分解中，数&，…， A m 恰好是 p 的所有实根，因 
为只有当 a ; 取这些实数值时下面等式的右端才等于 0. 

4.14 定理： 如果 PG 卩 ( R ) 是非常数多项式，则 P 可以唯一（除 
因子的次序之外）分解成如下形式 

p ( x ) = c ( x - Ai )***( x - A m )( x 2 + aix + Pi )-'{ x 2 + aMX + (3 m ), 

其中 c ， Ai ，. •. ， A m G R ，（ ai ，/? i )， …， ( aM ，/? M ) € R 2 ， 并且对每 
个 j 都有 a 〗 < 瑪. 

证 明：设 p G V ( K ) 是非常数多项式.我们可以把 p 看作 
V ( C ) 中的元素（因为每个实数都是复数).证明的思路是，把 p 
看作复系数多项式再利用 P 的分解 4.9 .由 4.10 可知， p 的非实 
数的复根总是成对出现的.于是，如果 p 作为 V ( C ) 中的元素， 
它的分解包含形如 Or - A ) 的项，其中 A 是非实数的复数，那么 
( r - A ) 也是该分解中的一项.将这两项相乘就得到了所需形式 
的二次项. 

上一段简要描述的思路基本上给出了分解存在性的证明.但 
是，有一点需要注意，假设 A 是一个非实数的复根，并且 b - A ) 
是 p € V ( C ) 的分解中的一项.根据 4.10, (x - A ) 也是这个分 
解中的一项，但是 4.10 并没说这两个因子出现的次数相同，而 
这是使上面的思路可行所必需的.但这不成 问题： 存在多项式 
q € P ( C ), 使得 g 的次数比 p 的次数小2,并且 


这里 m 或 M 
都有可能等于 

0 . 


p ( x ) = (x — X)(x — X ) q ( x ) 
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= [ x 1 — 2 (Re \)x + \ X \ 2 ) q ( x ). 


此处分母一定 
不为零，因为 
x 2 —2(Re X)x + 

|A| 2 的 两个相 LA 
和 A 都不是实 
数. 

其中 a 0 , …， a n _ 2 G C, 从而对所有: r € R 都有 

0 — Im q(x) = (Im ao) + (Im ai)x H - h (Im a n - 2 )x n ~ 2 . 

由此得 Im a。， … •，1m a n _2 都等于 0 ( 由 4.4). 因此 g 的所有系 
数都是实数，于是分解存在. 

现在我们来考虑分解的唯一性问题 . p 的形如 x 2 + ax + H 
的因子，其中 a 2 < 4/3, 可以唯一写成 (x- A)(x-A), 其中 A G C. 
稍加思索便知，如果 p 作为 V ( R ) 中元素有两个不同的分解，那 
么 p 作为 V ( C ) 中元素也有两个不同的分解，与 4.8 矛盾. ■ 


如果我们能够证明 g 的系数都是实数，那么通过对 p 的次数用 
归纳法就可以 断定： （ x - A ) 在 p 的分解中出现的次数恰好等于 
(x - A ) 出现的次数. 

要证明 g 是实系数的，从上面的方程解出 g 可得 
咖) 二 " ，GR - 
由上式可知，对所有 x e R 都有 Wx ) e R . 把 g 写成 
q ( x ) •- a 0 + aix H - h a n ._ 2 x Tl '' 2 , 
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习 题 

1. 设 m 和 n 都是正整数，并且 m ^ n . 证明存在一个多项式 
pe Pn ( F ), 其恰有 m 个不同的根. 

2. 设21，…，之 m + l 是 F 中的不同元素，并且川1， … , Wm +l G 
F . 明：存在唯一一个多项式 P G P m ( F ), 使得对：/ = 
1 ，… ，m + 1都有 

P ( z j ) Dj . 

3. 证明：如果 p,q e V ( F ), 并且 p # 0,那么存在唯一一对多 
项式 s , reV ( F ) 使得 


q — sp -\- r 

并且 degr < degp . 也就是说，可以给带余除法 （4.5) 添加 
关于唯一性的陈述. 

4.设 p G V(C) 的次数为 m . 证明： p 有 m 个互不相同的根 
当且仅当 p 和它的导数 〆 没有公共根. 


5. 证明奇数次的实系数多项式都有实根. 







第 5 章本征值与本征向量 

第3章研究了从一个向量空间到另一个向量空间的线性映 
:編 •. 现在开始研究从一个向量空间到其自身的线性映射.对这种 
线性映射的研究构成了线性代数最深刻、最重要的部分.这方 
面的大部分结果对无限维向量空间都不成立，因此我们只考虑 
有限维向量空间.为了避免平凡性，我们也不考虑向量空间 {0}. 
因此,我们作如下 假设： 


F 表示 R 或 C . 

F 是 F 上的有限维非零向量空间. 


# 1 % ^ 1 % 
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在泛函分析中, 
最著名的尚未 
解决的问题叫 
做不变子空间 
问题.它研究无 
限维向量空间 
上算子的不变 
子空间. 


§5.1 不变子空间 I 

本章我们要引进一些工具，这将有助于我们理解算子的结_ 
构.回想一下，算子是从一个向量空间到其自身的线性映射，1/1 
上算子的集合记为£(10,即 £( T /) -£( T / y ). 

我们来看看如何能更好地理解算子设: TG /： rn . 如果 v ¥ 
有直和分解 I 

5.1 V :• f/l ㊉.…㊉ t ^ m ， 靈 

其中每个％都是 F 的真子空间，那么，为了理解: T 的性质，我 I 
们只需理解每个 r | %的性质,这里 r |~ 表示把 t 限制到更小的 | 
定义域 c / 7 •上.因为％是比 v 更小的向量空间，所以处理 rk 
应该比处理 r 更容易.但是，如果想要使用算子研究中的一些 
有效工具（比如取幂)，那么就会有一个 问题： r |% 可能不把 
映到 自身； 也就是说， r |~ 可能不是％上的算子.因此，我们只 
考虑形如 5.1 并且具有如下性质的 分解： T 把其中的每个％都 
映到自身. 

被算子映到自身的子空间十分重要，应当有个名字.因而， 

对于 T G £00和 y 的子空间 t /， 如果对每个 U e U 都有 
TnG /7,则称 U 在 T 下是不变的 ( invariant ), 也就是说 ， TV | 
是! 7 上的算子当且仅当 [/在 T 下是不变的.例如，若 r 是 
r 7 (R) 上的微分算子，则 p 4 (R) (它是 P?(R) 的子空间）在 r 下 
是不变的，这是因为次数不超过4的多项式的导数仍是次数不 
超过4的多项式. I 

我们来看不变子空间的一些简单例子.设 r G £( y ), 显然， 

{0} 在 r 下是不变的；整个空间 v 在 t 下也是不变的. r 是不 
是一定有不同于 {0} 和 y 的不变子空间呢？我们以后会看到， | 
这个问题对于维数大于1的复向量空间上的算子和维数大于2 | 

的实向量空间上的算子都有肯定的答案. I 

若 : r G £( y )， 则 millr 在： r 下是不变的（证 明： 若 U G I 
nullT ， 则= 0,故 Tu G null T ); rangeT 在7 1 下也是不变的 | 
(证 明： 若 ix € rangeT , 则由值域的定义可知 , Tii 含于 rangeT ). I 
虽然 millT 和 ranger 在 T 下都是不变的，但是这并未给不同 [. 

于{0丨和 V 的不变子空间的存在性问题提供简单答案，这是因 
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为， nullT 可能等于 {0}, 而 rangeT 可能等于 V (当 T 可逆时， 
就是这 样). 

我们以后还会回过头来更深入地研究不变子空间.现在先 
来研究最简单的非平凡不变子空间 一一 1维不变子空间. 

算子在1维不变子空间上有什么样的性质呢？ V 的1维子 
空间是容易描述的.任取非零向量 UG 并设 U 等千 u 的标 
量倍之集： 

5.2 U = {au : a G F}. 


则 f / 是 F 的1维子空间，而且 V 的每个1维子空间都具有这种 
形式.若 M e F ， 并且 5.2 所定义的子空间 [7 在 r G C ( V ) 下是不 
变的，则 Tu 必含于(7,因此必有标量 AeF 使得: r‘u = Au . 反 
之，若是 V 中的非零向量，并且有某个 A G F 使得 Tu = Aix， 
则 5.2 所定义的 y 的1维子空间[/在 r 下是不变的. 

我们刚才已经看到，方程 


这些子空间和 
Herbert Mar ¬ 
cuse 的名著 
« 一 维人》的主 
题没多大联系. 


5.3 rtt = Ait , 

和1维不变子空间密切相关,而且十分重要,因此我们给满足此 
方程的向量 M 和标量 A 分别起一个特殊的名字.具体地，对于 
T e C ( V ) 和标量 AGF , 如果有非零向量 txey 使得 rtx = Aii ， 
则称 A 为 T 的本征值 (eigenvalue). 我们必须要求 it 是非零 
的，这是因为，对于 u = 0,每个标量 AGF 都满足 5.3. 上面这 
些解释表明，: T 有1维不变子空间当且仅当 T 有本征值. 

方程 Ttx 二 Axi 等价于 (T - XI)u = 0,故 A 是: T 的本征值 
当且仅当 T - XI 不是单的.根据3.21， A 是: T 的本征值当且仅 
当 r - AJ 不可逆，当且仅当 T-XI 不是满的. 

设 : T G C ( V ), 并且 A G F 是 T 的本征值.如果向量 lx G F 
满足: Ttx = Au ， 则称 it 是: T (相应于 A) 的本征向量 (eigen¬ 
vector). 因为 5.3 等价于 （r - XI)u = 0, 所以 r 的相应于 A 的 
本征向量之集等于 null(T - XI ). 特别地，: T 的相应于 A 的本征 
向量之集是 V 的子空间. 


eigenvalue 是 
个奇怪的词， 
它一半是德 
文，一半是英 
文.德文形容 
词 eigen 的意 
思是“特有的”. 
有些数学家使 
用术语 特征值 
(characteris¬ 
tic value) 而 
不使用 本征值 
(eigenvalue). 
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有些教材并不 我们来看一些本征值和本征向量的例子.若 a G F ， 则 aJ 

把0 当 成本征 仅有一个本征值，即 a , 并且对于此本征值，每个向量都是本征 
向量.按照本 向量. 

书采用的定义， 再看一个更复杂的例子，考虑如下定义的算子 T G £( F 2 )： 

相应于一个固 

定本征值的本 5.4 T ( w 1 z ) — (— z , w ). 

征向量之集是 

子空间 • 若 F = R ， 则此算子有很好的几何 解释： T 是 R 2 中绕原点的逆 

时针 90° 旋转.一个算子有本征值当且仅当在定义域中存在非 
零向量能被该算子映成此向量的标量倍 . R 2 中非零向量的旋转 
显然不能等于此向量的标量倍. 结论： 若 F = R ， 则由 5.4 定义 
的算子: T 没有本征值.但是，在 F = C 时情况就不一样了.为 
了找出 T 的本征值，我们必须找出使得方程 

T(w, z) = X(w. z) 

有不同于的解的标量 A, 对于由 5.4 定义的 r ; 上面 

的方程等价的于联立方程 

5.5 —z 二^ Xw, w = Xz. 

把第二个方程代入第一个方程可得 

—z 二 X 2 z. 

现在 z 不能等于 0 (否则，由 5.5 可知 w 二 0, 而我们要找的 5.5 
的解应使 (w,z) 不是0向量)，故由上面的方程可得 

-1 二 A 2 . 

这个方程的解是 A = i 和 A = -i. 你应该能轻松地验证， i 和 
- i 都是 T 的本征值.的确，相应于本征值 z 的本征向量是形如 
(w, -wi) 的向量,而相应于本征值 - i 的本征向量是形如 {w, wi) 
的向量，其中 

现在我们来 证明： 相应于不同本征值的非零本征向量是线 
性无关的. 
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5.6 定理： HTeC(V), A! ，…， A m 是: T 的互不相同的本征值， 
Vi ，...，^ m 是相应的非零本征向量，则（ VI ，…, V m ) 线性无关. 

证明：假设… 17 • . . , V m ) 线性相关.设 fc 是使得下式成立的 
最小正 整数： 

5.7 v k G span (” i ， … : v k - i ); 

由线性相关性引理 （2.4) 可知，具有这种性质的 fc —定存在.于 
是，有 W ， …， UF 使得 

5.8 Vk = aiVi H -+ a k ~ iVk - i - 

把 r 作用到这个等式的两端可得 

XkVk = aiXiVi H - h ak - iXk - iVk - i - 

在 5.8 的两端乘以 Afc ， 然后减去上式，得 

0 = ai(Xk ~ Ai)vi + …+ afc_i(Afc — Afc_i)v ； c-i. 

因为我们选取的 fc 是满足 5.7 的最小正整数，所以 ㈨ ，…， m ) 
线性无关.于是,由上面的等式可知，这些 a 都是0 (回忆一下 ， Afc 
不等于 M ，…，中的任何一个).但是，这意 味着％ 等于0 
(参见5.8)，与这些 t ; 都不为零的假设矛盾.所以（^，…，〜) 
线性相关的假设不成立. ■ 

下面的推论表明，算子的互异本征值的个数不会多于向量 
空间的维数. 

5 -9 推论： F 上的每个算子最多有 dimF 个互不相同的本征值. 

证明： 设 reAWAi ，… ， A m 是 T 的互不相同的本征值， 
%…是相应的非零本征向量.定理 5.6 表明， （ tn ，… ，〜) 
线性无关.因此 m < dim y (参见 2.6). ■ 
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§5.2 多项式对算子的作用 

算子（它把一个向量空间映到自身）理论要比线性映射的理 
论丰富：主要原因是算子能自乘为幂.本节，我们定义多项式对 
算子作用的记号和主要概念. 

若 'r 6 £( y )， 则7丁有意义，并且也含于 av ). 通常用 r 2 
来代替 2 T . 更一般地，若 m 是正整数，则定义如下： 


T m — T--T. 

v - V -^ 

m 个 

为了方便，我们把 定义为 V 上的恒等算子 J . 

回想一下第3章，若 T 是可逆算子，则 T 的逆记为 r - 1 . 若 
m 是正整数，则把 T ~ m 定义为 
你应该验证，若 r 是算子，则 


rpmrpn — rpm-\-n 



其中 m 和 n 当 r 可逆时是任意整数，而当 r 不可逆时是非负 
整数. 

如果 : r e C(V), 并且 p e v ( F ) 是如下多项式 


P{ z ) — + d\Z + d 2 ^ + . • • + dmZ 771 ^ Z G F, 

则 P ( r ) 是如下定义的算子 

p{T) ~ clqI + a\T + c^r 2 + •. • + a m T ni . 

例如，若 P 是多项式， P ⑷ = 2 2 , 么 e F ， 则 p(T) - T 2 . 这是符号 
V 的新用法，因为我们把它作用于算子,而不仅仅作用于 F 的元 
素.对于一个固定的算子 T e C{V), 你应该验证，由 p H p{T) 
所给出的从 P(F) 到 C(V) 的函数是线性的. 

若 P 和 g 都是多项式,它们的系数都在 F 中，则 W 是如下 
定义的多项式 


(pq)(z) =-p(z)q(z) : zeF. 

你应该验证下面这个漂亮的乘法 性质： 若 r e C(V), 则对系数 
含于 F 的任意多项式 p 和 g 都有 


( pq )( T )= p ( T ) q ( T ). 
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注意， T 的任意两个多项式都可交换，即 p { T ) q { T ) - q 〔 T ) p { T ), 
这是因为 

P ( T ) q ( T ) = ( pq )( T ) 二 ( qp )( T ) ^ q ( T ) p ( T ). 

§5.3 上三角矩阵 

我们现在给出复向量空间上算子的中心结果之一. 


5.10 定理： 有限维非零复向量空间上的每个算子都有本征值. 


证明：设 V 是 n 维复向量空间 ， n > 0,并设 T e £( F ) .取 
幻 e F 使得 v ^ O . 因为 F 是 n 维的，所以 n + 1个向量 

{v,Tv,T 2 v r ^ J' n v) 

不可能是线性无关的.于是，有不全为0的复数 …， a n 使得 
0 = aov + a{Tv + •.. + a n T n v. 

设 m 是使得# 0的最大下标.因为 t # 0,所以系数 
以， …， 知不可能都是0,故0 < m < n . 以这些 a 为系数作 
一个多项式，并将此多项式分解成（参见 4.8) 

a 0 + a\z-\ - h a n z n = c(z - Ai) • - • - 入 m ), 

其中 c 是非零复数， G C , 并且等式对所有 z G C 都成立.我 
们有 


0 — aov + a\Tv + •.. + a n T n v 


将此定理的这 
个简单证明与 
使用行列式的 
标准证明比较 
一下.标准证 
明必须首先定 
义行列式这个 
难懂的概念，然 
后必须证明行 
列式为0的算 
子不可逆，还需 
要定义特征多 
项式，到这时才 
能着手这个定 
理的证明：根本 
无法从中领会 
为什么定理会 
成立. 


~ { clqI + diT + ... + a n T n )v 
= c(T-A 1 /)..-(T-A m /)t; ? 


这意味着至少有一个 j 使得 不是单的.也就是说， r 有 
本征值， ■ 
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回想一下，在第3章我们讨论了从一个向量空间到另一个向1 
量空间的线性映射的矩阵.这个矩阵依赖于这两个向量空间基〗 
的选取.既然我们要研究从一个向量空间到其自身的算子，那么 
有一个基就够了.另外，此时的矩阵也将是方阵，而非以前所考 
虑的更一般的长方形 矩阵.具体地 ，设 Tg 且 (％ ，… , Vn )^ 

是 V 的基， 则 对每个 A :-- 1, • . n 都有 


TVk 二 + • . * + 

把了外写成这其中 a# G F ， j = 1 , •• - ,n. 下面的 nxn 矩阵 
些 v 的线性组 
合，所用的系数 
就构成了这个 5.11 
矩阵的第 fc 列. 



称为 T 1 关于基 ( vi . ••- ,v n ) 的矩阵 （ matrix )， 记为 M(T, ( vi , 
, v n )); 如果基 （ w ，.， u n ) 在上下文中是明显的（例如，只见 
到一个基)，则简记为 M(T). 

如果 r 是 F " 上的算子，且未指明基，则假设所考虑的基是 
标准基（其中第 j 个基向量的第 J 个位置是1，其他位置都是 0). 
可以把 xcn 的第 j 列看成是 r 作用于第 J 个基向量. 

线性代数的一个中心目标就是要 证明： 给定一个算子 : r e 
“ vav 有一个基使得 r 关于此基有比较简单的矩阵.这种表 
述比较含糊（“比较简单”不是精确的语言)，说得具体一点，就 
是让 x ( t ) 有很多 o . 

如果 k 是复向量空间，那么我们已经知道， v 有一个基使 
得 T 关于此基的矩阵的第一列除第一个元素之外全是0,这个 
我们经常用 * 矩阵形如 


来表示矩阵的 
未知元素或与 
所讨论的问题 
无关的元素. 



这里 * 表示除第一列之外的所有其他元素.为了证明这个事实， 
设 A 是： r 的本征值（由 5.10 可知， 一定存在)，并且 r 是相应的 



^ 非零本征向量.把 （ v ) 扩充成 F 的基，则 T 关于此基的矩阵就 
:: 有上述形式.马上就会看到，我们可以选取 f 的一个基使得 r 
关于此基的矩阵有更多的 o . 

方阵的对角线 ( diagonal ) 由位于从左上角到右下角的直线 
上的元素组成.例如，矩阵 5.11 的对角线由元素 w 山 a 2 , 2 , …， 
a n ,n 组成 • 

一个矩阵称为上三角的 (upper triangular), 如果位于对 
角线下方的元素全为 0. 例如， 4 x 4 矩阵 

' 6 2 7 5 ' 

0 6 13 

0 0 7 9 

_ 0 0 0 8 _ 

是上三角的.上三角矩阵具有如下的典型形式 

" * 

_v • ； 

_ 0 A n _ 

上面矩阵中的那个 0 表示 在这个 nxn 矩阵中，位于对角线下 
方的元素全等于 0. 可以认为上三角矩阵是比较简单的——因 
为当 n 比较大时， nxn 上三角矩阵有几乎一半的元素等于 0. 

下面的命题所揭示的上三角矩阵与不变子空间之间的这种 
联系是很有用的. 

5.12 命题 ： UTe C ( V ), 并且（％，•••，〜）是 V 的基，则下列 
等价： 

⑷了关于基 （ Vl ，… ， o 的矩阵是上三 角的； 

( b ) Tv k e span ( vi ,- • - , v k ), 1，•…， n ; 

( c ) span ( vi , …， v k ) 在 T 下是不变的 ， fc = 1，… ， n . 

证明：根据 定义， 稍加思考即可得 （ a ) 和 （ b ) 的等价性.显 
然 （ c ) 蕴含 ( b ). 因此，为了完成证明，只需证明 （ b ) 蕴含 （ c ). 假 
设 （ b ) 成立.取定 fc € {1，… ， n }. 由 （ b ) 可知， 
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Tvi G span(t ； i) C span(i ； i, - - - ,Vk)] 

Tv 2 e span(vi, v 2 ) C span(vi, • - - , Vfc )； 


Tv k espan ( t ； i , - - - , v k ). 

因此，若 v 是（^，…， n ) 的线性组合，则 

Tv e span(vi, --- ，幻 知 ). 

也就是说， span ^ ，…， Vfc ) 在 了 下是不变的. ■ 

现在我们可以 证明： 对于复向量空间上的每个算子，向量空 
间都有一个基使得算子关于此基的矩阵的对角线下方只有0.在 
第8章我们将改进这个结果. 

5.13 定 理：设 V 是复向量空间，并设 7 1 6 £00,则了关于 V 
的某个基具有上三角矩阵- 

证明：对 F 的维数用归纳法.显然，若 dimF = 1,则结论 
成立. 

现在假设 dimy > 1,并设对于所有维数比 K 小的复向量 
空间，结果都成立.设 A 是 r 的任意本征值 (5.10 保证了 r 有 
本征值),再设 

U = range(T — XI). 

因为 r - 不是满的（参见 3.21), 所以 dimU < dimF . 进一 
步, V 在 T 下是不变的.为了证明这点，设 M G C /, 则 

Tu ~ (T — A/)ix + Atx. 

显然 ， （r - xi)u e u (根据 c / 的定义)，并且 Atx g t /. 因此，上 
面的等式表明 ru € [/, 故 [/在 r 下是不变的. 

因此 rk 是 [/ 上的算子.由归纳法假设， t / 有基 （ m , …， 
Um ) 使得 r | t ； 关于此基有上三角矩阵.因此,对每个 j 都有（利 
用 5.12) 

5.14 Tuj = (T\u){uj) G span(tti ， … ,Uj). 

把 （ Ml , … , u m ) 扩充成 V 的基 （ til , … , v n ), 则对 


此定理在实向 
量空间上不成 
立，这是因为， 
若算子关于一 
个基有上三角 
矩阵，则此基 
中的第一个向 
量必须是该算 
子的本征向量. 
因此，若实向量 
空间上的一个 
算子没有本征 
值（我们已经 
见过 R 2 上的 
一个例子)，则 
该算子关于任 
何基都不会有 
上三角矩阵. 
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每个 fc 都有， 

Tvk = (T - XI)vk + 入 Vk . 

U 的定义表明，（了- XI)v k eU = span ( wi ，•- - ,u m ), 因此，由上 
式得 

5.15 Tv k G span(ui, - - ,u rn ,vi^- ,v k ). 

由 5.14 和 5.15 可得（利用 5.12), T 关于基 （m ，… ,u m , 
vi ， …, v n ) 有上三角矩阵. ■ 

如何通过考虑一个算子的矩阵来确定该算子是否可逆呢？ 
如果我们很幸运地有一个基使得算子关于此基的矩阵是上三角 
的，那么问题就会变得很简单，正如下面的命题所示. 

5.16 命题： 假设 r e C ( V ) 关于 F 的某个基有上三角矩阵，则 
T 可逆当且仅当这个上三角矩阵对角线上的元素都不是 0. 

证 明：设 （ Vl ，. • ） 是 v 的基使得: r 关于此基具有上三 

角矩阵 

Ai * 

入2 

5.17 M ( T , ( v lr -, v n ))= . • 

0 A n 

我们需要证 明：： T 不可逆当且仅当某个4等于 0. 

首先 证明： 若某个八等于0,则 r 不可逆.若& = 0,则 
T Vl = 0 ( 由5.17)，故 r 不 可逆. 假设1 < 彡 n ， 并且从= 0, 
则由 5.17, 了把向量〜 ，… ， n 都映到 span ( Vl ， 0内. 
因为 Aa ； = 0,所以矩阵 5.17 还意味着 T * v fc G span ( vi , - - - , v fc _ i ). 
于是，我们可以定义一个线性映射 S ， 

S : span ( vi , • • - ， v fc ) 4 span (^ i , • - - , v k - i ) 

使得 Sv = rv , r G span ( vi , 即 是 T 在 span ( vi , …， 
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通过算子的矩 
阵来计算其本 
征值的有效数 
值技术是有的. 


v k ) 上的限制. 

注意到 span ( vi , • •- , Vk ) 的维数等于 fc ， 而 span — ，…， 
H ) 的维数等于 fc - 1 (因为(%，••.，、)线性无关)•因为 
span ( vi , ••- , v k ) 的维数比 span ( i ； i ,- • - 的维数大,所以从 

spanh ，…， ％)到 span ( vi , • - - , Vfc - i ) 的线性映射都不是单的 
(参见 3.5). 于是有非零向量 r g span ^ i , ••• , v k ) 使得加二0, 
从而了1> = 0,故 r 不可逆. 

为了证明另一个方面，假设 T 不可逆.因而 T 不是单的（参 
见 3.21), 并且有非零向量使得 Ti ； = 0 .因为 ( v lr -, v n ) 
是 F 的基，所以有 


v 二 aivi H - h akVk, 

其中 ai , …，抑 G F , 办_ 0 ( 把 v 表示成 （ vi ， …, v n ) 线性组 
合，然后取 it 是系数不为0的最大下标).于是 

G=Tv 

0 =T(aiVi + …+ a k v k ) 

= {ci\Tv\ + . • • + ak-iTvk-i) + o^Tvk. 

最后那个括号中的向量含于 span ^ ，…， m ) (由于 5.17 是上 
三角的).因此，由上面的等式得 akTvk G span ( v , v ^- i ). 
因为 a fc 笋0,所以乘以 l / a fc 可得，€ span ( vi ,- • - , i ). 于 

是，若把写成基 （ in ，…， i ; n ) 的线性组合，则％的系数是 
0,即 5.17 中的 Afc 必为 0. _ 


不幸的是,现在还无法通过一般算子（关于任意基）的矩阵 
来严格计算算子的本征值.但是，如果我们很幸运地找到了一个 
基使得算子关于此基的矩阵是上三角的，则本征值的计算问题 
就变得平凡了，正如下面的命题所示. ^ 

5.18 命题： UTe C { V ) 关于 V 的某个基有上三角矩阵，则这 
个上三角矩阵对角线上的元素恰好是 r 的所有本征值. 



证 明：设 （％，• Jn ) 是 F 的基，并且 r 关于此基有上: 
角矩阵 


M{T, (V] , … ,v n )) 


\\ * 

入2 

0 A r] 


设 A e F , 则 


M(T - A /, (%，••• , v n )) 


心一入 


入2 _ 入 


L 0 A n — A J 

因此, T - XI 不可逆当且仅当 A 等于某个\ (参见 5.16). 也就 
是说， A 是 r 的本征值当且仅当 A 等于某个 A ,. ■ 


§5.4 对角矩阵 


对角矩阵 (diagonal matrix ) 是对角线以外的元素全是0 
的方阵.例如， 

8 0 0 
0 2 0 
0 0 5 


是对角矩阵.显然，每个对角矩阵都是上三角的，但是对角矩阵 
一般要比上三角矩阵有更多的 0. 

由算子关于一个基的矩阵的定义立即可得，算子 T e C { V ) 
关于 F 的基（^，…，％)有对角矩阵 
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当且仅当 

Tv\ — Ai vi 


Tv n = Xfi^n - 

因此，算子 r e C{V) 关于 y 的某个基有对角矩阵当且仅当 y 
有一个由 r 的本征向量组成的基. 

由 5.18 可知（或者对于对角矩阵直接给出一个简单证明)， 
若算子关于某个基有对角矩阵，则对角线上的元素恰好是该算 
子的所有本征值. 

可惜并非每个算子都关于某个基有对角矩阵.这种糟糕的 
情况甚至可以出现在复向量空间上.例如，考虑 £( c 2 ), 其 
定义如下 

5.19 T(w, z) — (z, 0). 

你应该验证, 0是这个算子唯一的本征值，并且相应的本征向量 
的集合是 1 维子空间 ( Ko ) e c 2 ： ^； g c }. 于是， r 的线性无 
关的本征向量不足以组成2维空间 c 2 的一个基.因此 r 关于 
c 2 的任何基都不会有对角矩阵. 

下一个命题表明，如果一个算子的互异本征值的个数与定 
义域的维数相同，则此算子关于某个基有对角 矩阵; 但是，某些 
本征值较少的算子也可能有对角矩阵（也就是说 5 下一个命题的 
逆命题不成立).例如，3维空间 F 3 上，由 

T{z 1 ,Z 2 ,Z 3 ) = (42 ： 1,42 ： 2, 5z 3 ) 

定义的算子 r 只有两个本征值 （4 和 5)， 但这个算子关于标准 
基有对角矩阵. 

以后会找到使 5.20 命题： 若 Te £(!/) 有 dimF 个互不相同的本征值，则 r 

得算子关于某 关于 F 的某个基有对角矩阵. 

个基有对角矩 

阵的其他条件 证明：设 r €£( F ) 有 dimV 个互不相同的本征值 Ai , - - , 

(参见 7.9 和 A dimV . 对每个），设巧 e V 是相应于本征值的非零本征 
7.13). 向量.因为相应于互异本征值的非零本征向量线性无关（参见 


§5.4 对角矩阵 89 


5.6), 所以 （ ti , …, Vdimy ) 线性无关. V 中由 d \ mV 个向量组成 
的线性无关组是 V 的基（参见 2.17); 故（巧，… ， t ； dim vO 是 V 
的基 . r 关于这个由本征向量组成的基有对角矩阵. ■ 

这一节的最后一个命题给出了算子关于某个基有对角矩阵 
的一些等价条件 

对于复向量空 
间，我们以后将 
扩展这个等价 
性列表（参见 
第8章习题16 
和习题23^ 


( e ) dimF — dimnullfT — X \ I ) + …+ dimnull(T — X m I ). 

证明： 我们已经证明了 （ a ) 和 （ b ) 是等价的. 

假设 （ b ) 成立，则 F 有一个由 T 的本征向量组成的基 
(” 1 ， … ， v n ). 对每个 j ， 设 C/j = span ( vj ). 显然，每个 C / j 都 
是 V 的1维子空间，并且在 r 下是不变的（因为每个巧都是 
T 的本征向量).因为（^，…，〜）是 V 的基，所以 F 中每个 
向量都可以唯一地写成 (1；!,...,^) 的线性组合.也就是说 ， F 
中每个向量都可以唯一地写成一个和 TXi + • • • + U n , 其中每个 
uj e Uj . 于是， F = C 4 ㊉ … ㊉ C / n . 因此， （ b ) 蕴含 （ c ). 

现在假设 （ c ) 成立，则 F 有在 T 下不变的1维子空间 
C 4, …，仏，使得 


5.21 命题： 设 re £⑺,并设 Ai ，…， A m 是: T 的所有亙不相 
同的本征值，则下列等价： 

( a ) T 关于 V 的某个基有对角 矩阵； 

( b ) y 有一个由： r 的本征向量组成 的基； 

( C ) F 有在 r 下不变的1维子空间 lh ， … ，[/ n ， 使得 

V = t/l ㊉…㊉ ?7n; 

( d)V = null(T - A X I ) ㊉…㊉ null(T - A m J ); 


V — Ui ㊉..•㊉ C/n. 

对每个 j ， 设％ 是％中的一个非零向量，则每个％都是 T 的 
本征向量.因为 y 中每个向量都可以唯一地写成一个和^ + 
* * * + u n , 其中每个 TXj € % (故每个 TXj 都是的标量倍)，所 
以卜1，...，〜）是7的基因此 （ C ) 蕴含 （ b ). 
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现在已经证明了 （ a )，（ b )， ⑷都等价.为了完成证明，我们 
将证明 （ b ) 蕴含 ( d )，（ d ) 蕴含 （ e )， 并且 （ e) 蕴含 （ b ). 

假设 （ b ) 成立，则 V 有一个由: T 的本征向量组成的基.于 
是， F 中每个向量都是 T 的本征向量的线性组合.因此 

5.22 V - null(T - XJ ) + …+ null(T - A m /). 

为了证明上面的和是直和，设 

0 二 + • • ，+ Ujji ， 

其中 每个％ G null(T - A,/). 因为相应于互异本征值的非零本 
征向量线性无关，所以 每个％ 都等于0 (对上式右端的非零向 
量之和用 5.6), 从而 5.22 中的和是直和（利用 1.8). 这就证明了 
( b ) 蕴含⑷. 

由第2章习题17立即可知 （ d ) 蕴含⑷， 

最后，假设 ㈨ 成立，则 

5.23 dimV ^ == dimnull(T — \\ 1 ) + .. ■ + dimnuli(T — A m I ). 

在每个 nulliT - Xjl ) 中取一个基,把这些基合在一起,得到: T 的 
一组本征向量（幻1，… ， v n )， 其中 n = dimV (由 5.23). 为了证 
明这组向量线性无关,假设 

aivi H - h a n v n = 0, 

其中 ai , • • * , a n G F . 对每个 j ：= 1，… ， m ， 设巧 表示使得 
v k e null(T - Xjl ) 的那些项 a k v k 的和，则每个化都是： T 的相 
应于本征值的本征向量，并且 

從1 + • • * + 从771 = 0. 

因为相应于互异本征值的非零本征向量线性无关，所以每个％ 
都等于0 (对上式左端的非零向量之和用 5.6). 由于每 个义都 
是一些 a k v k 的和，其中的 这些％ 组成了 mill ( T - A , J ) 的基，从 
而所有的叫都等于 0. 于是，（％，…，〜）线性无关，因此是 y 
的基（由 2.17). 这就证明了 （ e) 蕴含 （ b ). ■ 
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我们知道,在复向量空间中，每个算子都有本征值（准确陈 
述参见 5.10), 而且有例子表明类似的结论对于实向量空间不成 
&立. 也就是说，非零实向量空间上的算子可能没有1维的不变子 
空间，但是我们现在要证明，总有1维或2维的不变子空间. 

5.24 定理：在有限维非零实向量空间中，每个算子都有1维或 
2维的不变子空间. 

证 明：设 V 是 n 维实向量空间 ， n > 0,并设 : T (E £( V ) .取 
r 6 V ，且 t ; 笋0.因为 F 是 n 维的，所以 n + 1个向量 

(v，Tv，T 2 v， … ^T n v) 

不可能是线性无关的.于是，有不全为0的实数 a 0 , ••- , a n 使得 

0 = aov + a\Tv + . • • + a n T n v. 

以这些 a 为系数作一个多项式,并将此多项式分解成(参见 4.14) 


CLq CliX d n X n 

— c{x — Ai)... (x — A m )(x 2 + oc\x + /?i).. • {x^ + cxm^ + Pm), 

其中 C 是非零实数，每个 Aj ， ％，巧都是实的 ， m + M > 1，并 
且上式对所有 xeR 都成立.因此，我们有 

0 — CL()V -h d\Tv + . . . + d n T n V 
— {dol + d\T + ... + a n T n )v 
=c(r - M J) … (T - XmI)(T 2 + aiT + ^ J) … 

( r 2 + ajvfT + 

这意味着至少有一个 j 使得 T - A〆 不是单的或者 （ T 2 + a,r + 
( 3 jl ) 不是单的.若有某个 j 使得 T - 不是单的，则 r 有本 

征值，因此有1维不变子空间.现在考虑另一种可能.也就是说， 
假设有某个 j 使得 （ T 2 + +巧 J ) 不是单的，则有非零向量 

u e K 使得 


这里 m 或 M 
都有可能等于 
0 . 
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5.25 T 2 u -f ajTu + f 3 jU = 0. 

为了完成证明，往证 s P an ( u ,7^) 在了下是不变的，它显然是1 
维或 2 维的.为此，考虑 span(^,Tn) 中的 一个典型元素 cm + 
bTu, 其中 a , beR , 则由 5.25 可得 

T(au + bTu) — aTti + bT 2 u 

二 aTu - ba^Tu - b/3jU. 

上式表明 T(au + bTu ) e span ( n , Tu ). 于是， span ( u ， TV ) 在 T 1 
下是不变的. ■ 

下一个证明需要一个新记号.设[/和 W 都是 V 的子空间， 

并且 

1/ = [/㊉ 灰 

每个向量 G F 都可以唯一地写成如下形式 


Pu,w 通常称为 其中 U G C /， 通过这个表示，定义 Pu^we C(V) 如下 

到上的带零 

空间 W 的投影 p u,wv = U . 

(projection). 你应该验证， p uwV ^ v 当且仅当 v e U. 在上酬表示中， 

把!7和 W 互换，则有 Pw , u v — ^ 因此，对每个 r G V 都 
有 V = Pu , W ^ + Pw , UV . 你应该验证， Pu^w ~ 进一步， 

range P (7 ,w — — W . 

我们已经见过 R 2 上的没有本征值的算子.下面的定理证 
明了 R 3 上没有这样的例子. 

5.26 定理： 在奇数维实向量空间上，每个算子都有本征值 • 

证 明：设 F 是奇数维实向量空间.我们将对 F 的维数用 
归纳法（步长为 2) 来证明 F 上算子都有本征值.首先注意，若 
dimV = 1，则结论显然成立. 

现在假设 dimV 是大于1的奇数,并假设结论对 dim V -2 
维实向量空间上的所有算子都成立.设 T G C{V\ 则需要证明 
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T 有本征值.倘若如此，则证明结束.否则，由 5.24 知 F 有在 r 
下不变的2维子空间 [/ •由 2.13 知 K 有子空间 W 使得 

F = /7 ㊉ 

因为 W 的维数为 dimF -2, 所以我们想对 T | w ， 用归纳法 
假设.然而， W 可能不是在 T 下不变的：也就是说 T | w 可能不 
是 W 上的算子.为了得到 W 上的算子，与投影复合.具 
体地，定义 S G C ( W ) 如下 

Sw = Pw \ u { Tw )^ w e W . 

由归纳法假设， s 有一个本征值 a . 往证这个 A 是 r 的本征值. 

设 W e w 是 s 的相应于本征值 A 的非零本征向量，则 
OS - A/)w = o . 如果 ti ； 是 r 的相应于本征值 A 的本征向量，则 
证明结束；可惜情况未必如此.因此，我们将在 f / + span ( ti ;) 中 
寻找: T 的本征向量.为此，考虑 U + span ( tx ;) 中的--个典型向 
量 it + _,其中 ueU , aGR , 则有 

(T — 入 J ) (it + aw ) = Tu — \u + a(Tw — Ai /;) 

= Tu — / Vix + d ( 切) + Pw , u { Tw ) — Ait ;) 

=Tu — Xu -h a ( Pu ^ w { Tw ) + Sw - Xw ) 

=T u — 入 u + aPu ^ wiTw ). 

注意到，在上面等式的右端 ， rtx e [/ (因为 C / 在 r 下是不变的)， 

XjjlEU (因为 u G C /)， 并且 aP u ： w { Tw ) € C 7 ( 由 Pu,w 的定 义). 

于是 ， T - 把 C 7 + span (^) 映到[/内•因为 C 7 + spa n ( ii ;) 的 
维数比 [/ 的维数大，所以 (T - XI )\ u + s P ^) 不是单的（参见 
3.5). 也就是说，有一个非零向量1； e U + span (^) C V 使得 
(T — XI)v = 0. 于是, T 有本征值. ■ 
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习 题 

1. 设 re £( y ). 证明： 若 y 的子空间％ ，…， I 在: r 下都 
是不变的，则 w +…+ f / m 在 r 下也是不变的. 

2 . 设 r g c(v). 证明 y 的任意一族在 r 下不变的子空间的 
交也是在 t 下不变的. 

3. 证明或举反 例：若 y 的子空间 C 7 在 v 的每个算子下都是 
不变的：则 [/ = {0} 或 [7 二 V . 

4. 设 e C ( V ) 使得 ST = TS . 证明： 对每个 A G F , 
null(T - AD 在 S 下都是不变的. 

5 . 定义 r e £( F 2 ) 如下 

T ( w ^ z ) — ( z , w )• 

求 r 的所有本征值和本征向量。 

6. 定义 r e £( F 3 ) 如下 

T ( z 1 , z 2 , z 3 ) ^ ( 2 z 2 , 0 , 5 z 3 ). 

求 r 的所有本征值和本征向量. 

7. 设 n 是正整数，并设 r e £( F n ) 定义如下 

T ( x lr - - , x n ) = (xi H - h x n , ••- ,xi H - h x n ); 

也就是说，算子 r (关于标准基）的矩阵的元素全是1.求 r 
的所有本征值和本征向量. 

8. 求如下定义的后向移位算子 r e £( F °°) 的所有本征值和本 
征向量， 

7\之1，之2，巧， … = (^2,^3,- * *)• 

9. 设 T G £( F ), 并设 dim range T = k . 证明 T 最多有 fc -f 1 
个互不相同的本征值. 

io . 设 r e c(v) 可逆，并设 a e f \{ o }. 证明； v 是 r 的本征值 
当且仅当*是: r - 1 的本征值. 
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11. 设 S,T G C ( V ). 证明 ST 和有相同的本征值. 

12 . 设 r e ay ), 并且 v 中每个向量都是 r 的本征向量.证明 
t 是恒等算子的标量倍. 

13. 设 T G C { V ), 并且 y 的每个 dim F - 1维子空间在 r 下都 
是不变的.证明 T 是恒等算子的标量倍. 

14. 设 G C ( V ), 并且 S 是可逆的.证明：若 p G V ( F ) 是多 
项式，则 

piSTS - 1 ) - Sp { T ) S ~ l . 

15. ^ F = C , T G C ( V ), p e P ( C ), aGC . 证明 a 是 p (： T ) 的 
本征值当且仅当对于: r 的某个本征值 入有 a 二 p (\). 

16. 证明前一个习题的结果对于 R 不成立. 

17. 设 F 是复向量空间，并设 T G C ( V ). 证明： 对每个 j = 
1，… ， dimF ， 了都有一个 j 维的不变子空间. 

18. 给出一个可逆算子，使得该算子关于某个基的矩阵的对角 
线上只有 0. 

19. 给出一个不可逆算子，使得该算子关于某个基的矩阵的对 
角线上的数都非零. 

20. 设 r € 有 dimF 个互不相同的本征值，并设 S G 
£( v ) 和 r 有相同的本征向量（相应的本征值不必相同).证 
明 sr = rs . 

21. 设 P G C { V ), 并且 P 2 = P . 证明 F 二 nullP ㊉ range P . 

22. 设 V = [/ ㊉ W ， 其中[/和 W 都是 V 的非零子空间.求 
Pu , w 的所有本征值和本征向量. 

23. 给出一个没有（实）本征值的算子 T e £( R 4 ). 

24. 设 v 是实向量空间，并设 r e ay ) 没有本征值.证明 V 
的每个在 T 下不变的子空间的维数都是偶数. 


这两个习题表 
明，去掉上三角 
矩阵的假设， 
5.16 就不成立 







我们在定义向量空间时推广了 R 2 和 R 3 的线性结构（加法 
和标量乘法)，而忽略了其他的重要特征，例如长度和角度的概 
念，这些思想蕴含于我们现在要研究的内积的概念中. 

f 表示 R 或 C . 

F 是 F 上的有限维非零向量空间. 
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§6.1 内 积 

为了说明引入内积概念的动机，我们把 R 2 和 R 3 中的向 
量看作始于原点的箭头 . R 2 或 R 3 中向量 x 的长度称为 x 的 

范数 （ norm ), 记为 ||t ||. 因此对 cc = ， :r; 2 ) G R 2 , 有卜 j| = 

+ x \, 见图 6-i. 


图 6-1 向量 a ? 的长度为 x \ 

类似地，对 X = (Zl ， X2,X 3 ) G R 3 , 有 ||ic|| = yj x\ -f- x\ + xf . 虽 
然我们不能画出高维的图形，但是范数在 R " 上的推广是显然 
的： 定义 $ = , x n ) eK n 的范数为 

IWi 二 士 ? + …+ 4 . 

范数在 R ” 上不是线性的.为了把线性引入讨论,我们来介 
绍点积.对于 x,y e R n , a ? 和 y 的点积 (dot product ) 记为 
x y , 定义为 

X y = Xiyi -f —— h x n y n , 

其中 a ? = ( A ，… , x n ), y =： ( yi , - - - ， y n ). 注意， R n 中两个向量 
的点积是一个数，而不是一个向量.显然对所有 r G R " 都有 
X x = \\ x \\ 2 , 特别地，对所有 x eK n 都有 X • X > 0,其中等号 
成立当且仅当 ^ = 0. 如果取定 y G R n ，则 z G R 71 到 X . 1/的 
对应是从 R n 到 R 的映射,这个映射显然是线性的.此外，对所 
有尤 ， y G R n 都有 x y ^ y x . 



如果我们把向 
量看作点，而 
不是箭头，那么 
||^||应该解释 
成从点 5 C 到原 
点的距离. 
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内积是点积的推广.现在你可能会猜到，内积是通过抽象上 
一段所讨论的点积的性质来定义的.这个猜测对实向量空间是 
正确的.但为了使定义对实向量空间和复向量空间都可用，在给 
出定义之前，我们需要考察复数的情形. 

回想一下， 若久二 a + bi , 其中 a , 6 G R , 那么 A 的绝对值定 

义为 

|A| •— \/a 2 + 

A 的复共轭定义为 

\ = a — bi , 

并且等式 

|A| 2 = AA 

建立了这两个概念之间的联系（绝对值和复共轭的定义和基本 
性质参见 69 页).对; 2 ； = (^，…， z n ) € C n , 定义 z 的范数为 

11^11 =翁 + …+ ㈨ 2 . 

因为我们希望 || z || 是非负数，所以上式中的绝对值是必要的.注 
意到 


II 之 II2 二 + • • • + 

我们想把 IMI 2 看作 z 与自身的内积，就像在 W 中一样. 
因此，上面的等式提示我们,切= K ， •• - , w n ) € C 7 1 与 2 的内 
积应该等于 


H - h w n z^. 

要是互换 w 和 z 的角色,上面的表达式就要用它的复共轭来代 
替.也就是说， W 和 z 的内积应该等于 Z 和 W 的内积的复共轭. 
有了这样的动机，我们现在就可以定义 V 上的内积了，这里 V 
可以是实向量空间或者复向量空间. 


V 上的内积 (inner product ) 就是一个函数，它把 V 中元 
素的每个有序对 ( u , v ) 都映成一个数 ( u , v ) eF , 并且具有下列 
性质： 
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如果 z 是复数， 
那么 z > 0的 
意思是^是实 
数并且是非负 
的. 


如果我们处理 
的是 R 7 1 , 而不 
是 C n ， 那么也 
可以忽略复共 
耗. 


正性 ( positivity ) 

对所有 V eV 都有 ( v , v ) ^ 0; 

定性 ( definiteness ) 

( v , v ) = 0 当且仅当 v ~ 0 ] 

第 _ 个位置的加性 (additivity in first slot ) 

对所有 G F 都有 〈ix + r ， ⑽〉二 〈 u ， 从〉 +〈 v , vj ); 

第一个位置的齐性 （homogeneity in first slot ) 

对所有 a eF , v,w eV 都有 〈 av ， 忉〉二 a ( v , w )] 

共辆对称性 （conjugate symmetry ) 

对所有 v,w eV 都有 ( v , w ) - ( w : v ). 

回想一下，每个实数都等于它的复共轭.因此在处理实向量 
空间时,可以忽略上面最后一个条件中的复共轭，而直接 说：对 
所有 v,w eV 都有 ( v , vj ) = ( w , v ). 

内积空间 (inner-product space ) 是带有内积的向量空间 

y . 

内积空间最重要的例子是 F ' 你应该验证，可以如下定义 
F - 上的内积 

6.1 〈(切1，..‘ , W n ), { Zi , - - - , Z n )) = W { z {-\ - + W n Z ^, 

称之为 F n 上的 欧几里得内积 (Euclidean inner product ), 正 
是它为内积的定义提供了动机.在说 F " 是内积空间时，除非特 
别指明，总假设釆用的是欧几里得内积. 

F - 上除了欧几里得内积之外还有其他的内积.例如，若 d ， 
•.， c n 是正数，那么你应该验证，可以如下定义 I - 上的内积 

((^ 1 , I )〉= CiWiZi + • ♦ • + c n w n z ^. 

当然，如果所有的 c 都等于1，则得到欧几里得内积. 

再看内积空间的另一个例子，考虑由系数在 F 中次数不超 
过 m 的所有多项式组成的向量空间 V m ( F ). 你应该验证，可以 
定义 Pm ( F ) 上的内积如下 
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6.2 ip,Q) 二 p{x)q(x)dx. 

Jo 

若 F = R ， 则不需要复共轭. 

我们约定,在本章的其余部分， 

1/是 F 上的有限维内积空间. 

在内积的定义中，第一个位置的加性和齐性这两个条件可 
以合并成为对第一个位置的线性要求.更确切地说，对每个固定 
的 ty G R 把 t ; 映成 (v,w) 的函数是 F 到 F 的线性映射•因 
为每个线性映射都把0映成0,所以一定有 

(o,^) = 0, w ev. 

因此（由共轭对称性）又有 


(ty,0) = 0, w EV. 

在内积空间中，像第一个位置一样，第二个位置也具有加性. 
证明： 

{u、v w) =(v + w^ u) 

= (v,u) + (w,u) 

= {v,u) + {w,u) 

= {u r v) + {u,w); 

这里 u ^ v,w e v . 

在内积空间中，第二个位置具有共轭齐性，即对所有的标量 
a E F 都有 〈 it, av 〉 = a(u, v). 证明： 

(tx, av) — (av, u) 

— a(v^u) 

— a(v,u) 

= 咖, v 〉； 


这里 aGF , 注意，在实向量空间中，共轭齐性与齐性 

是相同的. 
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有些数学家采 
用垂直 (per¬ 
pendicular) 
这样的术语，意 
思与正交相同. 
正交一 词来源 
于希腊语 or- 
thogonios, 意 
思是直角的. 


§6.2 范 数 

对于 e V， t 的范数，记为||叫|,定义为 

IhHi = 

例如，若 （ i …，^) G F " (取欧几里得内积)，那么 

，之 n)|i = ^/i^l! 2 + …+ kn! 2 - 

再看另一个例子，如果 p e 1(F) (取 6.2 所给出的内积)，那么 


bll m } 0 Ip ⑻ 1 2 如 . 

注意到 || 圳二 o 当且仅当 r = 0 (因为〈％蚴= 0 当且仅当 
r = 0). 范数的另一个简单性质是，对所有 a G . F\v ev 都有 
M 证明 如下: 

\\av \\ 2 = (av, av) 

二 a{v, av) 

= aa(v, v) 

H 魯 II 2 ; 

现在取平方根即得要证的等式.这个证明阐明了一个普遍 原理： 
处理范数的平方通常比直接处理范数容易. 

对于两个向量 it， 6 如果 〈it,!；〉 = 0，则称11和V 
是 正交的 (orthogonal). 注意，向量的次序是无关紧要的，因为 
⑷， v ) = o 当且 仅当化 ，蚴二 o. 有时候我们说 u 正交于％而不 
说 w 和 r 是正交的.显然 0 正交于每个向量.进一步 ， 0 是唯 
一正交于自身的向量. 

下一个定理是对于 V = R 2 的特殊情况，它已经有3000多 
年历史了. 

6 . 3 勾股定理 （也 称毕达哥拉斯定理 (Pythagorean Theorem ))： 
如果是 F 中的正交向量，那么 


6.4 


卜 + 叫 I 2 - Hl 2 + II 叫 I 2 . 



证明： 设是 V 中的正交向量，则 
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\\u + v \\ 2 — (u v ^ uv ) 

=|卜|| 2 + |卜" 2 + ( u , v ) + ( v , u ) 

= HI 2 + M 2 ， 

证毕. ■ 

设 G V . 我们想把 u 写成 t ; 的标量倍加上一个正交于 
v 的向量，如图 6-2 所示. 



勾股定理的证 
明表明， 6.4 成 
立当且仅当〈％ 
v ) + ( v , u ) = 0, 
即 2 Re (^, v ) — 
0. 因此勾股定 
理的逆命题在 
实内积空间中 
成立. 


为了揭示如何将 u 写成^的标量倍加上一个正交于^的向量, 
令 a € F 表示一个标量，则 

u — av-\-{u — av ). 


因此需要选取 a 使得^正交于 （u - ⑽).也就是说,我们想要 


0 = (n — av ^ v ) — ( u ^ v ) a || v || 2 . 


上面的等式表明 a 应取成⑷，以/|卜|| 2 (为了避免分母为0,假设 
v / 0 ), 从而 


6.5 


u — 


〈¥〉 

W 


v 4- 



{ lip v ) 


你应该验证， 若 40 , 则上式就把 M 写成了 t ; 的标量倍加上一 
个正交于 t ; 的向量. 

下一个定理的证明要用到等式6.5,这个定理是数学中最重 
要的不等式之一. 
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1821年，法国数 
学家柯西 ( Au ¬ 
gustin - Louis 
Cauchy ) 证明 
了这个不等式 


6.6 柯西-施瓦茨不等式 ( Cauchy-Schwarz Inequality ) :若 
u,v E V, jl! 1 ] 

6.7 |{^：^)| ^ IMIIMI , 

而且其中的等号成立当且仅当 u , v 之一是另一个的标量倍. 


对 6.1 定义的 
内积成立。1886 
年，德国数学 
家施瓦茨 ( Her ¬ 
man Schwarz ) 
证明了这个不 


证 明：设 G K 若= 0,则 6.7 的两端都等于0,不等 
式成立。因此可以假设考虑正交分解 

— 〈 W 〉 


H : 


V + W 


其中 w 正交于(这里 tx ; 等于 6.5 右端的第二项).由勾股定理， 


M: 


等式对 6.2 定 


|卜〉 

义的内积成立. 

\\ u \\ - 

1 M 2 


一- |〈 w , v 〉 卩 




6.8 


〈⑼ 2 

HP • 


不等式两端都乘以1|叫| 2 ,再取平方根即得柯西-施瓦茨不等式 

6.7. 


从柯西-施瓦茨不等式的证明可以看出 6.7 是等式当且仅当 
6.8 是等式.显然，这一条件成立当且仅当 w ^ O . 而 w 二0当 
且仅当 u 是 r 的标量倍（参见 6.5). 因此，柯西-施瓦茨不等式 
是等式当且仅当^是 t ; 的标量倍或 r 是 u 的标量倍（或者二 
者都 成立; 这样措辞是为了涵盖 u 或 t 等于0的情况). ■ 


下一个结果称为三角不等式，因为它的几何解 释为： 三角形 
中任意一边的长度小于另外两边的长度之和. 



图 6-3 三角不等式 
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三角不等式可 
以用来证明，两 
点之间的最短 
路线是直线. 


证明：设则 

\\u + v\\ 2 — (u + v^u + v) 

=(u,u) + (v,v) + (u,v) + (v,u) 

二 (u,u) + (v,v) -h (u, v) + (u,v) 

^\\u\\ 2 + M 2 + 2Re(u,v) 

6.11 《 H| 2 + M 2 + 2| 〈 u^ 〉| 

<|| u || 2 + || v || 2 + 2 || u ||| M | 

6.12 -(iHI + hll) 2 , 

其中 6.12 由柯西-施瓦茨不等式 (6.6) 得到.上面不等式两端取 
平方根即得三角不等式 6.10. 

上面的证明表明，三角不等式 6.10 是等式当且仅当 6.11 和 
6.12 都是等式.因此，三角不等式 6.10 是等式当且仅当 

6.13 (u, v) - ||ix||||v||. 

你应该验证，如果之一是另一个的非负标量倍，那么 6.13 
成立.反之，设 6.13 成立，则由柯西-施瓦茨不等式 （6.6) 等号成 
立的条件可知，之一必定是另一个的标量倍，再由 6.13 知这 
个标量显然是非负的. ■ 

下一个结果称为平行四边形等式，因为它的几何解释 为：在 
任意平行四边形中，对角线长度的平方和等于四条边长度的平 
方和 • 


6.9 三角不等式 (Triangle Inequality ) :若 G V ，则 
6.10 |卜 + 叫|< |卜|| + ||叫|， 

而且其中的等号成立当且仅当％”之一是另一个的非负标量倍. 


图 6-4 平行四边形等式 


6.14 平行四边形等式 (Parallelogram Equality ) :若 e I /， 
则 

||n + H 2 + h-r|l 2 = 2(|M| 2 + |k|i 2 ). 

证明： 设则 

\\u + v \\ 2 + !|u — v \\ 2 — (u - I - V, u -h v ) (u — v 7 u — v ) 

二 ||u|| 2 + | 卜 II 2 十〈奴，幻〉 + 〈幻，从〉 

+IMI 2 + \\ v \\ 2 - { u , v ) - { v , u ) 

证毕. ■ 


§6.3 规范正交基 

如果一个向量组中的向量两两正交，并且每个向量的范数 
都为1,则称这个向量组是规范正交的 (orthonormal). 也就是 
说， V 中向量组 （ ei ，… , e m ) 是规范正交的当且仅当 〈 e 7 , e fc 〉 在 
j 时等于0,而在卜 fc 时等于1 { j,k = 1，... ， m )_ 例如, F n 
中的标准基是规范正交的.下一个命题表明规范正交组是很容 
易处理的. 

6.15 命题： 如果 F 中向量组 （ ei ，… ， e 7n ) 是规范正交的，那么 

||(!.1 巴 1 + ’ •. + + . • • + I<2 m I^, 

其中 W ， … , a m G F . 

证明： 因为每个的范数都为 1, 通过反复使用勾股定理 
(6.3) 容易得证. ■ 
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I 


现在我们有如下简单而重要的推论. 

6.16 推论：每个规范正交向量组都是线性无关的. 

证明：假设 F 中向量组 （ ei ，…， e m ) 是规范正交的， 并且 
ai ， • •. ， € F 使得 

+ • • * + 二 （）. 

那么！町| 2 +〜+ |‘| 2 二0 ( 由6.15)，即所有的(2 :/ 都是 0. ■ 

V 的规范正交基 (orthonormal basis ) 是 F 中的一个规 
范正交向量组构成的基.例如，标准基是 F n 的规范正交基 . V 
中每个长度为 dimV 的规范正交向量组自然是 V 的规范正交 
基（证 明： 由推论6.16,任何这样的组都一定是线性无 关的； 又 
因为它具有适当的长度，所以一定是基——参见 2.17). 为了阐 
明这一原理,考虑 R 4 中的四个向量构成的向 量组： 


1111 
2 5 2 5 2 5 2 


(11 1 1 

U 5 2 ,- 2 ,- 2 


1 1 

2 , ~ 2 , 2 7 2 




m -)). 


-； 容易证明这个组是规范正交的（证明它!)；又因为这个组含有四 

个向量，所以它一定是规范正交基. 

1 " 一般来说，给定 V 的基 ( e 1? ... , e n ) 和向量 vGV , 必有标 

i : 量 ai ，…， a n 使得 

^ ；； v = aiS \ + • • • + a n e n： 

^ 但要找出 这些％ 可能很困难.然而，下一个定理表明这对于规 

j 范正交基却很容易. 

^ 6 - 17 定理： 设 （ ei ，... ， e n ) 是 V 的规范正交基，则对每个 vGV , 

1 — 都有 

6.18 v = ( v ， e\)ei H - h ( v , e n ) e n 

御 ^rrTTcr-' 

^ : 而且 


规范正交基的 
重要性主要源 
于这个定理. 


6.19 


IM | 2 = | 〈 v,e 1 〉| 2 + ... + | 〈 t; ， e n 〉| 2 . 
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证明： 设因为 （ Cl ，…， e n ) 是1/的基，所以存在标 
量 a ! ，…， a n 使得 


v _ a\e.\ + •…+ a n e n . 

等式两端都与9做内积可得 {.；, e ? } - a r 因此 6.18 成立.由 
6.18 和6,15显然司得 6.19. ■ 


丹麦数学家格 
拉姆 (Jorgen 
Or 8, m , 1850— 
1916) 和德国 
数学家施密特 
(Erhard Schmi ¬ 
dt , 1876—1959) 
把这一算法推 
广开来，用以构 
造规范正交基. 


既然我们理解了规范正交基的作用，那么怎么找到它们呢？ 
例如，对于由区间 [0,1] 上的定积分所定义的内积（参见 6 . 2 )， 
P m (F) 有正交基吗？我们即将看到，下一个结果将会给出这些 
问题的答案.下面证明中所用到的算法称为 格拉姆-施密特过程 
( Gram-Schmidt procedure ). 它所给出的方法，可以把一个线 
性无关组转化成与原来的组有相同张成的规范正交组. 

6.20 格拉姆-施密特过程 （ Gram-Schmidt procedure ) :如果 

…是 V 中的线性无关向量组..则 V有规范正交向量 
组 （ei， …， e m ) 使得 

6,21 span(vi, … ， Vj) — span(ei,... , e 7 ). j — 1, - . m. 

证明 ：假设 m ) 是 V 中的线性无关向量组.要构 
造这些 e , 首先令 ei = w / llwll . 它满足 j = 1时的 6.21. 我们 
将如下归纳地选取 e 2 ，…， e m . 假设 j > 1,并且已经选取了规 
范正交组 （ ei ，…， e ?— i ) 使得 


6.22 span(^i ，…， Vj-i) — span(ei,. •. , 

令 

6 23 e ; : 巧 ― (vj,e 1 )e 1 - (v^e^ 1 )e^ 1 

S ' Ikj — {v J ,e i )e [ . .. — (v v e :j ^ Y )e r ^i\\' 

注意到％赛 span ( v !, - • • , vj ^ i ) (因为 ( vi ，- • , Vm ) 是线性无关 
的)，则巧 _ span ( ei , • - ^ , e 7 __ i ), 因此上式中的分母不为0,于是 
e ,- 定义合理，用一个向量除以它的范数就得到一个范数为1的 
新向量；因此 Ihll = 1. 
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设1彡 fc <丄贝 1 J 

/ Vj — {vj,ei)ei - ( v j ， e j-:) e j-i \ 

⑼’以 - ( vj , e 1 ) e 1 - 〈巧， e j _ 1 〉 e J ._ 1 ||’ 

= _ (vj,e k ) - {Vj,e k ) _ 

II - (vj.e^ei - (v ? -,e ? --i}e 7 -_i|| 

= 0 . 

因此 （ ei ，• • •， ej ) 是规范正交组. 

由 6.23 得 Vj 6 span ( ei ，. • • ， 6 j ). 再结合 6.22 得 

span ( Vi , … ， Vj ) [ span ( ei , …， ej ). 

上面的这两个组都是线性无关的（这些 t ； 的无关性是根据假设 
得到的，这些 e 的无关性是由规范正交性和 6.16 得到的).因此 
上面两 个子空 间的维数都为从而一定相等. ■ 

现在我们可以解决规范正交基的存在性问题. 


6.24 推论： 每个有限维内积空间都有规范正交基. 

证明：取 V 的一个基.对它应用格拉姆-施密特过程 (6.20), 
则得到一个规范正交组.这个规范正交组是线性无关的（由 6.16) 
并且它的张成等于 F ， 因此是 V 的规范正交基. ■ 

有时候我们必须知道,不仅规范正交基是存在的，而且任何 
规范正交组都可以扩充成规范正交基.在下一个推论中，格拉 
姆-施密特过程表明这种扩充总是可能的. 


在这个推论之 
前我们对内积 
空间的讨论都 
不需要标准假 
设: V 是有限维 
的. 


6.25 堆论： V 中每个规范正交向量组都可以扩充成 F 的规范 
正交基. 


证明：设 ( ei ,*--， e m ) 是 V 中的规范正交向量组，则 （ ei ， 
…， e m ) 是线性无关的（由6.16)，从而可以扩充成 F 的基 （ ei ， 
• • • ， e m ， vi ， …， v n ) (参见 2.12). 现在对 ( ei ， …， e m ， vi ， …， v n ) 
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应用格拉姆-施密特过程（6.20)，得到规范正交组 

6.26 (^i, • • • , e m , f ' ，/rJ; 

这里格拉姆施密特过程保持前 m 个向量不变，因为它们已经是 
规范正交的.显然 6.26 是 V 的规范正交基，因为它是线性无关 
的（由 6.1 G ) 并且它的张成等于 V . 所以我们已经将 •. , e m ) 
扩充成了 F 的规范正交基. ■ 

回想一下，如果一个矩阵对角线下方的所有元素都等于 0 , 
则称这个矩阵是上三角的.也就是说，一个上三角矩阵 形如： 

* * 1 


0 * 」 

在上一章我们证明了，如果 V 是复向量空间，那么对 F 上的每 
个算子都存在一个基使得该算子关于此基具有上三角矩阵（参 
见 5.13). 既然现在讨论的是内积空间，我们想知道何时存在规 
范正交基使得算子关于此基有上三角矩阵.下一个推论表明，能 
使得 r 具有上三角矩阵的基的存在性蕴含着具有同样性质的规 
范正交基的存在性.这一结果在实向量空间和复向量空间上都 
成立（但在实向量空间上,这个假设只对某些算子成立). 

6 . 2 7 推论： 假设 Te £( F ) .如果 T 关于1/的某个基具有上三 
角矩阵，那么 r 关于 v 的某个规范正交基也具有上三角矩阵. 

证 明：设 T 关于的基，…， r n ) 具有上三角矩阵，那 
么对每个 j 二1,…， n ， 都有 span ( i ； i , , vj ) 在 T 1 下是不变的 
(参见 5.12). 

对 （ W , …，〜）应用格拉姆-施密特 过程, 得到了 V 的规范 
正交基 （ Cl ，…，〜).因为对每个 j 都有 

span ( ei , …, e 3 ) — span ( i ； i ,…， Vj ) 

(参见6.21)，所以，对每个,7 = 1，… , n . span ( ei ，…， e 7 ) 在 I 1 下 
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都是不 变的. 因此，由 5.12, T 关于规范正交基 ( ei ，…， e n ) 具 
有上三角矩阵 • ■ 

下一个结果是上一个推论的重要应用. 

6.28 推 论：设 V 是复向量空间 7 并且 T G £(F )， 则： T 关于 V 
的某个规范正交基具有上三角矩阵. 

证 明：由 5.13 和 6.27 立即可得. _ 


§6.4 正交投影与极小化问题 

如果 [/是 V 的子集,那么 (7 的 正交补 (orthogonal com ¬ 
plement ), 记为 U \ 是由 V 中与 J 7 的每个向量都正交的那些 
向量组成的 集合： 

[/ 丄二 

你应该验证，丄总是 V 的子空间，= {0}, 并且 {0} 丄二 V . 
注意到，若 CA C C / 2 , 则时 D C / 2 i . 

回想一下，如果 lh , U 2 都是 V 的子空间，并且 V 中每个元 
素都可以唯一地写成 CA 中的一个向量与 f / 2 中的一个向量的 
和，那么 V 是 CA 和 C / 2 的直和（记为 ㊉ C/ 2 ). 下一个定 
理表明，由内积空间的每个子空间都可以得到整个空间的一个 
自然的直和分解. 

6.29 定理： 如果 f / 是 V 的子空间，那么 

V 二 C7 ㊉ t / 丄 . 

证明： 设 [/是 V 的子空间.首先证明 
6.30 V = U + U ± . 


这个结果有时 
称为舒尔定理. 
德国数学家舒 
尔 (Issai Schur ) 
在1909年发表 
了这个结果的 
第一个证明 


为此，设 r G V ,并且 ( ei , • • • , e m ) 为 U 的一个规范正交基.显 
然 
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6.31 

v ^ {v, ei)ei + + e m )e m + v-(v, e x )ei - (v : e m )e m . 

、 - V - -- ^ 、 - - ---- 

U W 

显然 u e U . 因为 （ ei ，…， e m ) 是一个规范正交组，所以对每个 
j 都有 

〈 W 7 〉 二 [v,ej、— {v,ej 、 


因此，切正交于 span ( ei , • - - , e m ) 中的每个向量.即 ti ； G ?7夂 
于是 v — u + w , 其中 u e U , w e U \ 这就证明了 6.30. 

若 ve t / nc / i , 则1；(包含于 t /) 正交于 C / 中每个向量（其 
中包括 r 本身)，从而 ( v , v ) = 0,即 t ; 二 0. 因此 

6.32 C / nC 7 丄二 {0}. 

由 6.30 和 6.32 可得 y = [/ © t /丄 （参见 1.9). m 

下一个推论是定理 6.29 的重要结果. 

6.33 推论： 如果[/是V 的子空间，那么 

f / 二 ([/ 丄) 丄. 

证明：设 是 F 的子空间.首先证明 
6.34 C/C (?7丄)丄 • 

为此，设 u € C /， 则对每个 V G C 7 丄 都有 ( u , v )=0 (根据 U 丄的 
定义).因为 M 正交于 t / i 中的每个向量，所以 u G ( C / I )' 这就 
证明了 6.34. 

要证明另一个方向的包含关系，设1； G 由 6.29 可 

得 v = u +初，其中 tt G C /， 切 G C / 丄. 从而 v — it = tt ; G C 7 丄.因 
为 v e ( C 7 丄)丄，并且 u G (!7丄)丄（由 6.34), 所以 v —u e ( C 7 丄)丄. 
因此 v — te e f / 丄 n ([/ 丄)丄，由此知 v - u 正交于自身，从而 
V — u 二0,即 t ; = %于是 veu . 因此 W 丄)丄 C C 7, 再结合 6.34 
就完成了证明. ■ 
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设 t / 是 V 的子空间. 6.29 所给出的分解 V = C /® C 7 丄表 
胡，每个向量都可以唯一地写成 


v 


U + W. 


:其中 IX G [/, u; G [/I. 利用此分解来定义V上的算子化，称为 
V" 到?7上的正交投影 (orthogonal projection ): 对 r _ F， 定 
X Puv 为上面分解中的向量 t 采用所引进的记号则有作= 
Pu -^. 你应该验证，」 Pc/ e C ( V ), 并且具有以下 性质： 

• range Pu = U\ 

• null Pu = [/ 丄； 

• veV H5W V- Puv e U L ] 

• Pu 2 = Pu] 

• 对每个 M F 都有 ||P^|| < ||t;||. 

进一步，由 6.29 的证明中所使用的分解 6.31 可知，如果 
(ei, …， e m ) 是 [/ 的规范正交基 , 那么对每个 1 ； G V 都有 

6.35 Puv = (v, ei)ei + .. • + 〈 V ， e m )e m . 

经常会遇到这样的 问题: 给定 F 的子空间 [/ 和点 e y， 求 
点 U e C/ 使得I卜， -Till 最小.下一个命题表明，通过取IX = 

就可以解决这个极小化问题. 


6.36 命题： 设 [/是 V 的子空间，并且则 

||v - Puv \\ ^ ||v - u \\, ueU . 

进一步，若 U G C / 使得上面的不等式是等式，则 TX = PUV . 
证明： 设 txec /, 则 


板小化问题求 
解的显著简化 
导致了内积空 
间在纯数学之 
外的很多应用. 


6.37 \\v - Puv\\ 2 ^ \\v - Puv\\ 2 + \\Puv - u\\ 2 

6.38 =\\(v - Puv) + (Puv - tx)|| 2 

=11 …II 2 , 

其中 6.38 由勾股定理 （6.3) 得到，之所以能用勾股定理是因为 
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v — P v v e U 1 并且 P LJ v — ueU . 再取平方根即得要证的不等 
式 • 

不等式中的等号成立当且仅当 6.37 是等式，当且仅当 
\\Puv - n || = 0,当且仅当 it = Puv . _ 



图 6-5 是 中离 v 最近的点 


上一个命题通常与公式 6.35 相结合来计算极小化问题的显 
式解.我们来举例说明这一过程.考虑如下 问题： 如何找到一个 
次数不超过5的实系数多项式 u 使其在区间上尽量好 
地逼近 sino :, 即 

/ | sin x — u ( x)\ 2 dx 

-K 

最小.为解决这一问题，令表示由上的连续实 
值函数组成的实向量空间，并取内 积为： 


(f ， g) 


f ( x ) g ( x ) dx . 


能够演算积分 
的计算机在这 
里是4艮有用的. 


设 G C [- Jt , Jt ] 是由 r (: r ) 二 sinx 定义的函数.令 f / 表示由次 
数不超过5的实系数多项式组成的 C [- it ,7 t ] 的子空间.现在问 
题可以重 述为： 求 MGC 7 使得 || x ;- u || 最小. 

要计算这一逼近问题的解，首先对 C 7 的基 (1, x ? x 2 , x 3 , x 4 5 
x 5 ) 应用格拉姆-施密特过程(利用 6.39 所给出的内积)，得到 t / 
的规范正交基 （ ei ， e 2， e 3 ， e 4 ， e 5， e 6 ). 然后釆用 6.39 所给出的内 
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积,利用 6 . 35 计算 Pm (取 m = 6 )， 可知是如下函数 

6.40 0.987862 X - 0.155271 x 3 + 0.00564312 x 5 , 

此处我们把精确解中出现的那些: t 换成了一个适当的十进制的 
近似值. 

由 6.36, 上面的多项式是 sinx 在区间 [-jt,jc] 上最佳的 5 
次多项式逼近，要看出这个逼近有多好，图 6-6 显示了 sin x 和 
我们的逼近 6.40 在区间[-上的图像. 



图 6-6 sinx 及其逼近 6.40 的图像 


我们的逼近 6.40 非常精确，以至于两个图形几乎重合——肉 
眼只能看到一个图像！ 

sinx 的另一个熟知的5次多项式逼近是由泰勒多项式给出 
的 


6.41 



x 


3! 


+ 5!' 


要看出这个逼近有多好，图 6-7 显示了 sinx 和泰勒多项式 6.41 
在区间 [- jr 7 jr ] 上的图像. 

泰勒多项式是在0附近对 sinx 极好的逼近.但是图 6-7 表 
明对 | x | > 2, Taylor 多项式并不怎么精确，特别是与 6.40 相比. 
例如，取 o : = 3,则 6.40 中的逼近对 sin 3估计的误差大概是 
0.001，但是泰勒级数 6.41 对 sin 3估计的误差大概是 0.4. 因此 
对于 z = 3,泰勒级数的误差比 6.40 的误差大几百倍.线性代数 
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帮助我们发现了 sinx 的一个逼近，这个逼近改进了我们在微积 
分中所学到的逼近！ 



图 6-7 sino : 和泰勒多项式 6.41 的图像 


我们利用 6.35 和 6.36 得到了逼近 6.40. 当 V 等于 
时，标准假设“ V 是有限维向量空间”不再成立，因而需要说明 
在这种情况下这些结果仍然是可用的 . 6.29 表明，若 [/是 F 的 
子空间，则 

6.42 \/ = [/©[/丄- 


如果我们允许 
V 是无限维的， 
并且允许 (7 是 
V 的无限维子 
空间，那么在没 
有额外假设的 
情况下， 6.42 未 
必成立. 


我们先来回顾一下 6.29 的证明.这个证明用到了？7的维数的 
有限性（来 得到! 7的基)，但无论 F 是否为有限维的，证明都成 
立.其次，注意到巧/的定义和性质（包括 6.35) 只需要6.29,因 
此只要求 C 7 (而非 V 0 是有限维的.最后，注意到 6.36 的证明不 
要求 F 是有限维的.因此可得出这样的 结论： 对 t ; e F 和1/的 
子空间 f /， 无论1/是否为有限维的，只要 C / 是有限维的，就可 
以用上面讨论的过程来寻找向量 ueU 使得叶 - tx || 最小.在 
上面的例子中 ，[/ 确实是有限维的 (dim (7 - 6), 所以证明都有 
效. 
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§6.5 线性泛函与伴随 

V 上的线性泛函 (linear functional ) 是从 F 到 F 的线性 
映射.例如，如下定义的函数 F 3 — F 

6.43 ^(^ 1 ^ 2 , = 2 zi - bz 2 -r ^ 

是 F 3 上的线性泛函.又如，考虑内积空间 P 6 ( R ) (这里的内积 
是由[0，1]上的定积分所诱导的 乘法； 参见 6.2). 如下定义的函 
数 W P 6 ( R ) — R 

6.44 ^( p ) = / p ㈤ ( cosx)dx 

Jo 

是凡 ( R ) 上的线性泛函. 

如果 r G 那么把 1 /映成 ( u , v ) 的映射是 V 上的线性泛 
函.下一个结果表明， V 上的每个线性泛函都是这种形式的.为 
了举例说明这个定理，注意到对于 6.43 所定义的线性泛函&可 
以取= (2, - 5, 1) G F 3 . 6.44 所定义的线性泛函 p 更能显示下 
面定理的威力，这是因为对于这个线性泛函，1；没有显然的取法 
(函数 cosx 并不符合条件，因为它不是 P 6 ( R ) 中的元素). 

6.45 定理： 设 w 是圹上的线性泛函，则存在唯一一个向量 
^ ey 使得 


( p ( u ) = 〈 it ， v 〉， u € V . 

证明： 首先证明存在向量 v eV , 使得对每个 u eV 都有 
^( u ) = { u , v ). 设 （ ei ，…， e n ) 是 F 的规范正交基，则对每个 
ue V 都有 

Vi u ) = ^(( tx , ei)ei H - h ( u , e n ) e n ) 

= (^, ei )(^( ei ) + ... +〈 u ， e n ) cp ( e n ) 

=( u , ¥?( ei)ei H - + (/?( e n ) e n ), 

其中第一个等式由 6.17 得到.因此，取 r = ^) ei +…+ 
( p ( e n ) e n： 则对每个 ueV 都有 ( p ( u ) = { u , v ). 
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现在来证明只有一个向量满足条件.假设 E V 
使得对每个 K 都有 

^( u ) = - 、 U 、 V 2 )， 

那么， 对每个 V 都有 

0 = {u,Vi) - (u,v 2 ) = {u,Vi - V 2 ). 

取 ifc = — %可得 w W = 0, 即 = i ；2, 这就完成了唯一 
性的证明. ■ 

除了 F 以外，我们还需要另外一个有限维内积空间. 


我们约定在本章的其余部分， 

W 是 F 上的有限维非零内积空间. 


“伴随”这个 
词在线性代 
数中还有另一 
个意思.在本 
书中我们不需 
要这个与逆有 
关的第二种意 
思，只是万一你 
在别处遇到伴 
随的第二种含 
义的话，要注 
意，伴随的这 
两种意思之间 
是没有联系的. 


设 T G C ( V , W ). T 的伴随 （ adjoint ), 记为 T *， 是如下定 
义的从 W 到 y 的函数.给定 w G VT . 考虑 V 上将映成 
{ Tv , w ) 的线性泛函.取 r 〜是 y 中唯一的那个具有下面性质 
的向量：上述线性泛函是通过与 T ^ w 做内积所给出的 （6.45 保 
证了 y 中具有这种性质的向量存在且唯一).也就是说，是 
F 中唯一一个满足下面条件的向量 

{ Tv , w ) = { v , T * w x h veV . 

我们举例说明如何计算伴随.定义 T : R 3 — R 2 为 

T(xi,x 2 ,x 3 ) = (x 2 + 3^3, 2xi). 

因此: T 是从 R 2 到 R 3 的函数.要计算 r *， 固定一个点 ( m ， y 2 ) € 
R 2 , 则对所有 ( x u x 2 l x 3 ) eR 3 都有 

{( x 1 , x 2 , x s ), T *( yi , y 2 )) = ( T ( x 1 , x 2 , x 3 ), ( t / i , y 2 )) 

議 {( x 2 + Sx 3 ,2 xi ),( y 1 , y 2 )} 


由此得 


二 X 2 Vi 4 - 3x 3 yi +2x x y 2 

=((xi,X2,x 3 ),(2y 2 ,2/i,3yi)). 
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:繼 




f 


f 


T*(yi,y 2 ) = (2y 2 ,2/i,3yi). 

注意到在上面的例子中， T * 不只是从 R 2 到 R 3 的函数，而 
且还是线性映射.这是普遍成 立的. 具体地，若 T e £( F ， W )， 则 
T * e C { W , V ), 为了证明这一点，设 : T e C { V , W ). 首先验证加 
性. 给定 ^1,^2 GW , W ] 

(Tv : wi + w 2 ) (Tv/wi) + [Tv,W 2 ) 

^( v , T * wi ) + ( v , T * w 2 ) 

= ( v , T*wi + T * 忉 2 〉， 

这说明 + T * 秘 2 和扮演了同样的角色.因为 
满足这一性质的向量是唯一的，所以必有 

T*Wi -f T*W2 = T*(%Oi -f W2)> 

现在来验证 r * 的齐性.若 a e F ， 则 

(Tv, aw) ~a(Tv ? w) 

= a(v,T*w) 

— (v, aT*w), 

这说明和 T^(aw) 扮演了同样的角色.因为满足这一性质 
的向量是唯一的，所以必有 

aT*w = T*(aw). 

因此 T * 是线性映射. 

你应该验证，函数 r H r * 具有如下 性质： 

加性 （ additivity) 

对所有 5, Tg C{V,W) 都有 （5 + IT = 5* + T * ; 

共辆齐性 （conjugate homogeneity) 

对所有 a G F , T G C{V,W) 都有 ( aT )* - aT *; 

伴随的伴随 (adjoint of adjoint) 

对所有 r e C ( v , w ) 都有 ( T *)* = t ； 

恒等算子 (identity) 

/* = /, 其中 J 是 F 上的恒等 算子； 




伴随将在下一 
章的重要结果 
中发挥关键作 
用. 



乘积 (products) 

对所有 T € C{\\W), S E C{W, U) 都有 {STY = (这 
里 C / 是 F 上的内积空间). 

下一个结果表明了线性映射及其伴随的零空间和值域之间 
的关系.记号 w 的意思是“当且仅 当”； 这个记号也可以理解 
成“等价于”. 


6.46 命题： 设 则 

(a) null T* = (range T) 丄； 

(b) range T* = (null : T) 丄； 

(c) null T = (range r*) 丄； 

(d) range T = (null r*) 丄 . 

证明： 首先证明 （ a). 设 W ， 则 
w G null T* <=>T*w = 0 

仁 ^ 〈 V ， T*ir;) = Q iV 

<==> (Tv : w) — 0, t; G V 
4=^ w G (range T 1 ) 丄 . 

因此 null T* 二 (range T ) 丄， 这就证明了 （ a). 

对 （ a) 的两端取正交补即得 （ d )， 这里用到了 6.33. 最后，在 
⑷和⑷中将 r 换成 r * 即得 （ c ) 和 （ b ). ■ 


若 F 二 R ， 则矩 
阵的共扼转置 
等同于它的转 
置 (transpose), 
即通过互换行 
和列所得到的 
矩阵. 


一^个 mxn 矩阵的共 轭转置 （conjugate transpose) 是通 
过互换行和列，然后再对每个元素取复共轭所得到的 n x m 矩 
阵.例如， 

2 3 + 4 i 7 

6 5 8 i 

的共轭转置是矩阵 

2 6 

3 —4 i 5 

7 -8 i 
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下一个命题说明了怎样通过 T 的矩阵来计算 T * 的矩阵. 

要注意，下面的命题只有在处理规范正交基时才能使用，而对于 
非规范正交基, T * 的矩阵不一定等于 T 的矩阵的共轭转置. 

线性映射的伴 
随与基的选取 
无关.这解释了 
为什么我们要 
强调线性映射 
的伴随而不是 
矩阵的共扼转 
置. 

证 明：设 （ ei ，…， e n ) 是 y 的规范正交基， ，…， / Tn ) 是 
W 的规范正交基.我们用 MiT ) 来代替更长的记号 MO , 

... ，〜)，(/”•••也把 ，/ m )，( ei ，…， 〜)） 

写成 

回想一下，把写成这些&的线性组合可得 《 M ( T ) 的 
第 fc 列； 在这个线性组合中所用到的标量组成了 M ( T ) 的第 A : 

列.因为 （/ i ，…， / m ) 是 W 的规范正交基,所以我们知道怎样 
把写成这些心的线性组合（参见 6.17)： 

Tek = ( Tek , f i)f I + … +〈 Te ^；， 

因此 《 M ( T ) 中 第：/ 行第 fc 列的元素是〈7以，/,〉.把1替换成 
T *, 再互换诸 e 和诸/的角色可知, M { T ^) 中第 j 行第 fc 列的 
元素是它等于 ( f k ， Tei )， 这等于 ( Te i? / fc ), 这又等 
于 M ( T ) 中第 A : 行第 j 列元素的复共辄也就是说，州 ( r *) 等 
于 M { T ) 的共轭转置. ■ 


6.47 命题： 设 T G C { V , W ). 如果 （ ei .…， en ) 是 y 的规范正 
交基，并且 （ A ，，.，/ m ) 是 w 的规范正交基，那么 


jVl ( T ，( ei , - - - ,6^),(/!, •• -，/ m )) 


的共扼转置. 
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习 题 

1. 证明： 如果都是 R 2 中的非零向量，那么 

二 IWIIM|cos0, 

其中0是$和2/之间的夹角（把^和 y 都看作始于原点 
的箭头).提示：画出$和 y 的 夹角； 然后利用余弦定律. 

2. 设证明〈％ t ;〉 二0当且仅当 

\\u\\ ^ \\u + av||, a 6 F. 


3. 证明对所有实数 w ，…，如和匕，…人都有 



4. 设使得 

| 卜 | 卜 3 ， | 卜十叫 | 二 4， ||u - v\\ - 6. 

求 I 卜 II. 

5. 证明或 反驳： 存在 R 2 上的内积，使得相应的范数定义如下 

||(xi,x 2 )|| = |xi| -h \x 2 \, {xi,x 2 ) e R 2 . 


6. 证明：若 F 是实内积空间，则 




7. 证明.•若 F 是复内积空间，则对任意 u ，!； e F 都有 


\u + v\\ 2 — \\u — v\\ 2 + ||tx + iv\\ 2 i — \\u — iv\\ 2 i 


〈u， V〉 


4 


习 题 123 


8. 向量空间 C / 上的范数是一个函数 \\\\：U ^ [0, oo ), 并且 
具有以下性质： | 卜 || 二0当且仅当 u = 0;对所有 a G F 
和 XX G 17都有 || cm || = | a ||| tx ||; 对所有 uj G !7都有 
|| tx + v ||^ M + H . 证明：满足平行四边形等式的范数都 
来自内积（即证明：如果 || !|是 [/ 上的一个满足平行四边 
形等式的范数，则有 [/ 上的内积〈〉，使得对所有 u e [/ 都 
有 || u | 卜 ( u . u ) 1 / 2 ). 


9.设 n 是正整数.证明 

( 1 siux sin 2x sin nx cosx cos 2x cos nx \ 

■， ，…， f ’• 

是 C [- jt , Jt ] 中的规范正交向量组，其中 C [一是 [- Jt , k \ 
上的连续实值函数所组成的向量空间，其上的内积为 


这个规范正交 
组经常用来建 
立诸如潮汐等 
周期现象的数 
学模型. 


〈/，分〉 



f(x)g(x)dx. 


10. 在 P 2 ( R ) 上考虑内积 

(P, Q)= f p{x)q{x)dx. 

Jo 

对基 ( l , x , x 2 ) 应用格拉姆-施密特过程求 V 2 ( K ) 的一个规 
范正交基. 

11. 对非线性无关的向量组应用格拉姆-施密特过程结果会怎 
样？ 

12. 设 V 是实内积空间，并且（〜，... ， t ^) 是 F 中的线性无关 
向量组.证明 V 中恰好有 W 个规范正交向量组（^，…， 
e m ) 使得 


spanks... ，巧 ) = span(ei, • • - ， e 3 ), j G {1 ，一 . ， m}. 

13. 设 （ey '。是!/中的规范正交向量组，并且 re 证 
明 

M 2 _|〈 v ， ei 〉| 2 + 〜 + |〈 v ， em 〉| 2 

当且仅当 G span(ei, • • • , e m ). 
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1 4 . 求 V 2 ( R ) 的一个规范正交基（内积如习题 10), 使得 P 2 ( R ) 
上的微分算子 （将 p 映成#的算子）关于此基具有上三角 
矩阵. 

15. 设 [/是 y 的子空间.证明 

dim L T± = dim V — dim U. 

16. 设[/是 V 的子空间.证明【/丄= {0} 当且仅当 U ^ V . 

17. 证明： 如果 P G C ( V ), 使得 P 2 = P 并且 P 的零空间中 
的每个向量都正交于 P 的值域中的向量，那么 P 是正交投 
影. 

18. 证明： 如果 P G C ( V ), 使得 P 2 = P 并且 

||~<| 卜 || ， rev ， 

那么 P 是正交投影. 

19. 设: r G £( F ), 并且 [/是 K 的子空间.证明 U 在 T 下是不 
变的当且仅当 PuTPu = TP V . 

20. 设 r e C ( V ), 并且 [/是 F 的子空间.证明/7和 C / 1 ■在: T 
下都是不变的当且仅当 PuT = TP V . 

21. 在 R 4 中，设 


[/ = span((l ， l ， 0,0) ，（ l ， l ， l,2)). 


求 net / 使得 || n - (1,2,3,4)|| 最小. 

22 .求 p e p 3 ( R ), 使得 P(o) 二 o, 〆 ⑼二 0, 并且 


最小. 



|2 -f 3x — p(x)\ 2 dx 



sinx — p(x)\ 2 dx 


23. 求 P e P 5 ( R ) 使得 



最小.（多项式 6.40 是本习题的一个极好的近似解，但是这 
里要找的是包含71的幂的精确解.可以使用能进行符号积 
分的电脑 .） 


24. 求多项式 g G P 2 ( R ) 使得 


P 



p(x)q(x)dx, 


P e p2(R). 


25. 求多项式 g e V 2 ( R ) 使得 

/ p ( x )( cos7tx)dx = / p ( x ) q ( x ) dx , p G ^( R )- 

Jo Jo 


26. 取定向量 t ； G V ' 把 r e £( F ， F ) 定义成 Tu -〈 iu 〉. 对 
a G F ， 求 T * a . 

27 . 设 n 为正整数.把了 € C ( F n ) 定义为 

T{zi, - - - , Z n ) = (0,2 ： 1,- ' - , ^n-l). 

求 7*(仏 …， o . 

28 . 设 : r G av ), 并且 A G f . 证明是 t 的本征值当且仅当 
入是 r * 的本征值. 


29. 设 r e C { V ), 并且是 F 的子空间.证明 [/在 r 下是不 
变的当且仅当 [/ i 在 r * 下是不变的. 

30. 设 证明： 

( a ) T 是单的当且仅当 T * 是 满的； 

( b ) T 是满的当且仅当 r * 是单的. 

31. 证明对每个都有 


dim null T * = dim null T + dim VF - dim V , 

并且 

dim range r * = dim range T . 

32. 设 A 为 m x n 实矩阵.证明： 4 的所有列 （在中） 所 
张成的子空间的维数等于4的所有行 （在 R 7 1 中）所张成 
的子空间的维数. 
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§7.1 自伴算子与正规算子 

算子 r e C { V ) 称为自伴的 ( self - adjoint ), 如果 T = r *. 
有的数学家采例如，若: T 是 F 2 上的算子，它（关于标准基）的矩阵是 
用术语埃尔米 

特 （ Hermiti - |" 2 b 

an ) 代替自伴 L 3 7 j ’ 

的（为了纪念 

法国数 学家埃则 r 是自伴的当且仅当6 = 3 (这是因为， M{T) = M(T*) 当且 
尔米特 (Char- 仅当&二 3; 回想一下， M(T*) 是 M(T) 的共轭转置——参见 
lesHermite)， 他 6.47)- 

在1873年首次 你应该验证，两个自伴算子的和是自伴的，一个实数和一个 

证明了 e 不是自伴算子的乘积是自伴的. 

任何整系数多 要记住这样的类比（尤其当 F 二 C 时)： 伴随在 £( V ) 上所 

项式的根). 起的作用犹如复共轭在 C 上所起的作用.复数2是实的当且仅 

当 z 二 g 因而，自伴算子 （r = r *) 可与实数类比.我们将看到， 
这种类比也反映在自伴算子的某些重要性质上，先来看本征值. 

若 F 二 R， 则 7.1 命题： 自伴算子的本征值都是实的. 

由定义可知每 

个本征值都是 证明： 设 r 是 f 上的自伴算子， a 是 t 的本征值，并且 

实的，故这个命是 V 中的非零向量使得 Ti ； = Ai ;， 则 
题仅当 F = C 

时才有意思. =〈^，蚴 

= (Tv, v) 

— 〈 V ， Tv) 

= (v, 入 V 〉 

= A|| V f. 

于是 ， A = A ，即 A 是实的. ■ 

下一个命题对实内积空间不成立.例如，考虑算子 r e 
£( R 2 )， 它是绕原点的反时针90°旋转，因此 T(x,y) - (~y,x). 
虽然 T 不是0,但是对每个1； G R 2 , IV 显然正交于 v . 
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7.2 命 题：若 V是复内积空间，: T 是V上的算子，使得对所有 
都有 


证 明：设 V 是复内积空间 ，: r e £00,则对所有 tv 切 e F 
通过计算可得 


(Tu, w) 


(T(u + w)^u + w) — (T(u — w)^ u — w) 


(T(u + iw ), u + iw) — (T(u — iw、,u — iw) • 

4 l . 


注意到右端的每一项都具有 (Tv : v) 的形式.如果对所有€ 
F 都有 (Tv,v) = 0,则由上式可知，对所有 u,w G K 都有 
(Tu, w) = 0,从而 T = 0 (取切= Tu). ■ 


通过考虑实内积空间上的非自伴算子可知，下面的推论对 
实内积空间不成立. 


7.3 推 论：设 F 是复内积空间 ，: T G £(y )， 则 T 是自伴的当且 
仅当对每个 v eV 都有 

( Tv , v ) e R . 

证明:设 V ，则 


这个推论提供 
了自伴算子与 
实数具有相似 
性质的另一个 
例子. 


(Tv, v) - (Tv, v) = (Tv, v) — (v, Tv) 
=(Tv, v) — (T*v, v) 
= ((T-T>, V ). 


若对每个 1 ； G y 都有 ( Tv , v ) e R , 则上式左端等于0,故对每 
个 M V 都有 {{ T - T *) v , v )=0 , 从而 r —r* 二 0 ( 由 7.2 )， 因 
此 T 是自伴的. 

反之，若 r 是自伴的，则上式的右端等于0,故对每个 
都有 {Tv ， v) = (Tv ， v )， 从而对每个 vG V 都有 (Tv, v)eK. ■ 
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在实内积空间 y 上,对于非零算子 r 可能会出现这样的情 
况，对所有 V ev 都有 { Tv , v ) - 0. 然而，下一个命题表明，对 
于非零自伴算子就不会出现这种情况. 

7.4 命题： 若 T 是 7 上的自伴算子使得对所有 t G K 都有 

(Tv, v) — 0, 

则 r = o . 

证明： 我们已经对复内积空间证明了这一结论（没有: r 自 
伴的假设，参见 7.2). 因此，可设 1/ 是实内积空间，并且 r 是 v 
上的自伴算子，从而对 u，w e v , 有 

( Tw , u ) — ( w / Tu ) 

二- { Tu , w ), 

由此直接计算可得 

7.5 (Tu w) ^ 〈 T ( u + 祕 )， u - (T(u- w),u-w) 

若对所有都有 ( Tv , v )^0, 则由 7.5 可知，对所有 G 
V 都有 ( Tu ， w ) 二0 ,从而 T = 0 ( 取 it ; = Tu ). ■ 

内积空间上的算子称为 正规的 （ normal), 如果它和它的伴 
随 交换; 也就是说 ，： T G OV ) 是正规的当且仅当 

自伴算子显然是正规的.为了举出一个非自伴的正规算子的例 
子，考虑 F 2 3 上（关于标准基）具有如下矩阵的算子， 

2 -3 " 

3 2 . 

这个算子显然不是自伴的，但是容易证明它是正规的（你应该证 
一 下). 

我们马上就会看到正规算子值得特别关注的原因.下一个 
命题给出了正规算子的一个简单刻划. 
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7.6 命题： 算子 T e C{V) 是正规的当且仅当对所有 r G V 都 
有 

证明： 设: Tg £( VO . 我们将同时证明这个结果的两个方面. 
注意到 

7 1 是正规的 ㈡ T * r - TT * =0 

㈡ ((T*T - TT 、 v ， v} = 0 , veV 
^ {T*Tv,v) = (TT*v,v), veV 
㈡ \\Tv\\ 2 - ||r*t;|| 2 ， V e V， 

其中第二个等价性由 7.4 得到（注意到算子: rr - 是自伴 
的).第一个条件和最后一个条件的等价性给出了要证明的结果. 


把下一个推论同前一章的习题28对比一下.那个习题说明， 
算子的伴随的所有本征值（作为集合）等于该算子所有本征值的 
复 共轭; 但是该习题中没有关于本征向量的论断，这是因为算子 
与其伴随可以有不同的本征向量.然而，由下一个推论可知，正 
规算子与其伴随有相同的本征向量. 

7.7 推论： 设 r e C(V) 是正 规的. 若 t； e v 是: r 的相应于本 
征值 a g f 的本征向量，则 t； 也是 r* 的相应于本征值 A 的本 
征向量. 

证明： 设 T ； e F 是 r 的相应于本征值 A 的本征向量 ，则 
(T- XI)v - 0. 你应该验证，因为: T 是正规的，所以 T - 也 
是正规的.利用 7.6 可得 

0 = ||(T — Ai>|| = IICT - A1) 〜 I 卜 ||(T* — XI)v\l 

因此 t ； 是 T * 的相应于本征值 X 的本征向量. ■ 

因为自伴算子是正规的，所以下一个结果也适用于自伴 
算子 • 


注意，这个命题 
意味着每个正 
规算子 T 都 
满足 nullT = 
nullT*. 


132 第 7 章内积空间上的算子 __ 

7.8 推论： 如果 re £( y ) 是正规的 ，那么 T 的相应于不同本征 
值的本征向量是正交的. 

证 明：设 T e C(V) 是正规的，是 T 的不同本征值, 

分别是相应的本征向量，则二 cm ， Tr 二 /? t ;. 由 7.7 可得 
T*v — Pv. 于是 

(a - p) {u,v) = (au, v) - 〈 u ， ^v) 

二 (Tu,v) - {u,T*v) 

= 0 

因为 a 一 /?， 所以由上式可得 (u, v) = 0. 故 w 和 t ; 是正交的. 


§7.2 谱定理 

回想一下，对角矩阵是对角线之外的元素都是 0 的 方阵; v 
上的算子关于某个基有对角矩阵当且仅当 y 有一个由该算子的 
本征向量组成的基（参见 5.21). 

关于某个 规范正 交基具有对角矩阵的算子是 F 上最好的算 
子，它们恰好是具有如下性质的算子 T G C ( V )： V 有一个由： T 
的本征向量组成的规范正交基.本节的目的是证明谱定理.谱定 
理表明，具有上述性质的算子恰好是复正规算子或实自伴算子. 
谱定理可能是研究内积空间上算子的最有用的工具. 

因为谱定理的结论依赖于 F , 所以我们把谱定理分成两部 
分，分别叫做复谱定理和实谱定理.同线性代数中的多数情形一 
样，研究复向量空间要比研究实向量空间容易，因此我们先给出 
复谱定理. 

作为复谱定理的一个例证，考虑正规算子 r e £( c 2 ), 它 
(关于标准基）的矩阵是 

「 2—31 


你应该验证， 


2 
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((iA) (zU)\ 

\ V 2^~ W ) 

是 C 2 的由 T 的本征向量组成的规范正交基，并且 r 关于此基 
的矩阵是对角矩阵 


2 + 3 i 0 
0 2 - 3 i ' 

7.9 复谱定理 (Complex Spectral Theorem): 设 V 是复内 
积空间，并且 reAF )， 则 v 有一个由 t 的本征向量组成的规 
范正交基当且仅当： T 是正规的. 

证明： 首先假设 F 有一个由 r 的本征向量组成的规范正 
交基，则 t 关于此基有对角矩阵 . r * (关于同一个基）的矩阵显 
然是 T 的矩阵的共轭转置，故 T * 也有对角矩阵.任意两个对角 
矩阵都交换，故 r 和: r * 交换，从而 r 是正规的. 

为了证明另一个方面，现在假设 T 是正规的，则 y 有规范 
正交基（以，…，使得: T 关于此基有上三角矩阵（由 6.28). 
于是， 

«1,1 ... «l,n 

7.10 M(T y (ei, • • • , e n )) = : . 

_ 0 ^n,n 

我们将证明这个矩阵实际上是对角矩阵，即（ 61 ，…，〜）是1/的 


由 r 的本征向量组成的规范正交基. 


f 由上面的矩阵可得， 

11叫| 2 二 |叫| 2 

^ r 

并且 

' ||r*ei|| 2 = |ai ， i| 2 + |ai ， 2! 2 + …+ |ai， n | 2 . 

七“ 因为: T 是正规的，所以 ||Tei|| - || r * ei || (参见 7.6). 于是由上面 

' — 的两个等式可知， 7.10 中矩阵的第一行除了第一个元素之 

外都等于 0. 

-一 现在由 7.1G 可得 


因为自伴算子 
都是正规的，所 
以复谱定理意 
味着有限维复 
内积空间上的 
自伴算子关于 
某个规范正交 
基有对角矩阵. 


陶 卜 | a 2 , 2 | 2 



(因 为如上一段所证， ai ， 2 = 0) 并且 
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配方法可以用 
来导出二次求 
根公式. 


『* e 2 || 2 二 | a 2 , 2 | 2 + | a 2 , 3 | 2 + …+ | a 2 ， n | 2 . 

因为 r 是正规的，所以 || T 6 2 || - || T * e 2 ||. 于是由上面的两个等 
式知， 7.10 中矩阵的第二行除了对角线元素 a 2 , 2 之外都等于 0. 
如此继续下去可知， 7.10 中矩阵的非对角线元素都等于 0. 


a 

为证明实谱定理，我们需要两个引理.你可能会猜到下一个 
引理,甚至可能会通过考虑实系数的二次多项式给出其证明.具 
体地,假设 a，e R 使得 a 2 < 4/3,并设 x 是一个实数，则 

a : 2 + ax + /? = (x + ■) + (/? — 

>0. 

特别地， x 2 + a；r + /3 是一个可逆的实数（非0的一种迂回的说 
法).用一个自伴算子代替实数 : r ( 回想一下实数和自伴算子之 
间的类比）可以得出下面的引理. 

7.11 引理： 设 : T € £( V ) 是自伴的.若 a ，/3 e R 使得 a 2 < 4久 
则 

T 2 + aT - j - pi 


是可逆的. 

证明： 设 a ,/3 G R 使得 a 2 < 4/3,并设 t 是 V 中的非零向 
量，则 


(( T 2 -f aT -f (3 I ) v , v ) — (T 2 v,v) + a ( Tv , v ) + /3( v , v ) 

= ( Tv , Tv ) -h a ( Tv : v ) + /3\\ v \\ 2 


>||r v || 2 -H||Tt ； ||||t；|| + ^||t；|| 


2 


II^H - 


HIMI 


0 


a ‘ 
~4 


ll^li 


> 0 , 


其中第一个不等式成立是由于柯西-施瓦茨不等式 （6.6). 由上面 
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最后的那个不等式可得 （ r 2 + aT + 間 V # 0,从而 T 2 + ar + 汲 
是单的，因此是可逆的（参见 3.21). ■ 

我们已经证明了，有限维复向量空间上的算子,无论自伴与 
否,都有本征值（参见5.10)，因此下一个引理只对实内积空间是 
新的 • 

7.12 引理 : it T G C ( V ) 是自伴的，则: T 有本征值. 

证明：如前所述，可设 F 是实内积空间，并设 n 二 dimK . 
取 t ; G F 使得 w # 0. 因为 V 是 n 维的，所以下面的 n + i 个 
向量 

. T n v ) 

不可能是线性无关的.于是，有不全为0的实数 a 0 ,.*-, a n 使得 
0 — ciqV d\Tv + • • • + d n T n v. 

以这些 ( X 为系数作一个多项式,并将此多项式分解成(参见 4.14) 
a 0 + aix H - h a n x n 

= c(x 2 -{- aix + /?i) (x 2 + olm^ + Pm){^ — Ai) … ( x — A m ), 

其中 c 是非零实数 ,每个 GCj ， /3 j，Xj 都是实的， 4 < 4 爲， m+M ^ 
1，并且上面的等式对所有实的 x 都成立.因此，我们有 


0 = dov -f~ diTv + • • * + a n T n v 
— (a。/ + diT + • •. + a n T n 、v 

= c ( T 2 + a ! T + A /) ••- ( T 2 + a M T +^ M /) 
x(r— 々 iW-AJK 


这里模仿了 r 
有 1 维或 2 维不 
变子空间的证 
明（参见 5.24). 


因为 r 是自伴的，并且4 < 4爲（参见 7.11), 所以每个 T 2 + 
c^T + 沟 J 都可逆.由于 c #0, 故由上面的等式可得 


o = cr —MJ) … .(r-Aj)!；. 

因此，至少有一个 j 使得 T - 不是单的.也就是说， T 有本 
征值. ■ 
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作为实谱定理的一个例证，考虑 R 3 上的自伴算子: T , 它（关 
于标准基）的矩阵是 

14 -13 8 

一 13 14 8 . 

_ 8 8 — 7 _ 

你应该验证 

「(1，一 1,0) (1,1,1) (1,1，—2)、 

7 T " ; 

是 R 3 的由 T 的本征向量组成的规范正交基，并且: T 关于此基 
的矩阵是对角矩阵 

~ 27 0 0 

0 9 0 • 

_ 0 0 — 15 _ 

把复谱定理和实谱定理合并到一起可以得出 结论 ： F 
上每个自伴算子关于某个规范正交基都有对角矩阵.这个结论 
无论是对 F 二 C 还是对 F = R 都成立，它是谱定理最有用的 
部分 • 

7.13 实谱定理 （Real Spectral Theorem): 设 y 是实内积空 
间 ，： r e £( v )， 则 v 有一个由 r 的本征向量组成的规范正交基 
当且仅当; r 是自伴的. 

证明： 首先假设 v 有一个由 r 的本征向量组成的规范正 
交基，则 t 关于此基有对角矩阵.这个矩阵等于它的共轭转置。 
因此 r 二; r *， 即 r 是自伴的. 

为了证明另一个方面，现在假设 r 是自伴的.对 v 的维数 
用归纳法，往证 v 有一个由 t 的本征向量组成的规范正交基.首 
先注意到，若 dimF ^ l , 则结果显然成立.现在假设 dim V > 1， 
并且假设在维数更小的向量空间上结果成立. 
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证明思路是，任取 T 的一个范数为1的本征向量％然后 
再添加由 T \ { u } , 的本征向量组成的 { u }^ 的规范正交基.至于 
细节，最重要的是验证 T \ { u } , 是自伴的（于是我们可以使用归 
纳法假设). 

设 A 是 T 的任意本征值（因为 T 是自伴的，所以由引理 
7.2 可知它有本征值)，并设 u G F 是相应的一个本征向量且 
|| u || 二 1，再设 f ； 表示由 u 的所有标量倍组成的 F 的 1 维子空 
间. 注意到一个向量 v eV 含于 U 丄 当且仅当 (u, v) — 0. 

设 t ； e [/ I ，则因 r 是自伴的，故有 

〈 IX ， Tv) = (Tie, v) = 〈入 w ， v〉 = X(u, v) = 0 
因此 ，： Tr e (7 丄.于是，当 v e [/ 丄时，也有 Tv G C / L . 也就 
是说， C / i 在 T 下是不变的，从而 S = T \ u ， 定义了一个算子 
5 E CiU ^. 若 et/ 丄，则 

(Sv,w) — (Tv,w) — (v ， Tw) = (v, Sw), 

这就证明了 S 是自伴的（注意到在上式中间的等式中我们用到 
了 T 的自伴性).因而，由归纳法假设，有一个由 S 的本征 
向量组成的规范正交基.显然， s 的每个本征向量都是 r 的本征 
向量（因为对每个 t; e [/ 丄都有加 = Tv). 于是，把 u 添加到 
由 S 的本征向量组成的 C /1 的规范正交基就得到了 V 的一个 
由 T 的本征向量组成的规范正交基. ■ 


用一个非零本 
征向量除以它 
的范数就可以 
得到一个范数 
为 1 的本征向 
量 . 


对于自伴的 : T e C{V) (或更一般地，当 F = C 时，正规的 
Te £( y )), 下面的推论给出了 V 的最可能的不变子空间直和分 
解.在每个 null(r - AjJ) 上，算子: T 的作用相当于乘以 Aj. 

7.14 推论： 设 r e c { V ) 是自伴的（或当 f = c 时， r € c { V ) 
是正规的 ). ， … ， A m 表示 r 的所有互不相同的本征值，那 

么 

V" = null(X , — Ai /) ㊉..•㊉ nuli(X' _ A m /). 

进一步， null(T - A 』 J ) 中的向量正交于此分解中其他子空间中的 
向量 , 


证明： 由谱定理 （ 7.9 和 7.13) 可知， y 有一个由 r 的本征 
向量组成的基现在由 5.21 即得想要的分解. 

由 7.8 可得关于正交性的结论. ■ 
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§7.3 实内积空间上的正规算子 

复谱定理 （7.9) 完全描述了复内积空间上的正规算子•本节 
将完全描述实内积空间上的正规算子.在此过程中，我们会遇到 
一个命题 (7.18) 和一种技巧（分块对角矩阵)，它们对于实内积 
空间和复内积空间都是有用的. 

先来描述2维实内积空间上非自伴的正规算子. 

7.15 引理： 设 V 是2维实内积空间 ， T G C { V ), 则下列 等价： 

( a ) T 是正规的，但不是自 伴的； 

( b ) T 关于 V 的每个规范正交基的矩阵都具有如下形式 



( c ) T 关于 V 的某个规范正交基的矩阵具有如下形式 

「a -61 

, 6 > 0 . 

[b a J 

证明： 首先假设 （ a ) 成立，则 T 是正规的，但不是自伴的. 
设 （ e ^ ej 是 V 的规范正交基，并设 

7.16 7 U ( T , ( ei , e 2 )) : = ^ ^ , 

则 || T ei || 2 二 a 2 + 6 2 , WT ^ e . W 2 = a 2 + c 2 . 因为 T 是正规的，所 
以 " r ei |[_ " T * ei || (参见 7.6); 于是，由这些等式可得6 2 = c 2 , 
故 c 二6或0 = —6.由 7.16 中的矩阵可知 c / 6,因为否则: T 就 
是自伴的.于是， c 二-6,故 

7.17 M ( T ,( e u e 2 ))= °； ~~ h . 


当然， T * 的矩阵是上面这个矩阵的转置.用矩阵乘法计算 TT * 



§7.3 实内积空间上的正规算子 139 


和 T T 的矩阵（现在就动手算一下).因为了是正规的，这两个 
矩阵一定相等.比较你算出来的这两个矩阵右上角的元素，就会 
发现 M = i 现在由 7.17 中的矩阵可知 6 一 0, 因为否则: T 就 
是自 伴的. 于是， d 二 a ，故 （ a) 蕴含 （ b). 

现在假设 （b) 成立， 往证 （ c ) 成立‘任取 V 的一个规范正 
交基 （ ei ，e 2 ), 则 T 关〒 此基的矩阵具有 （b) 所给出的形式 ，且 
b ^ 0. 若6 > 0,贝 U ( c ) 成立，从而证明了 （ b ) 蕴含 （ c ). 如果 
6 < 0,那么你应该验证， r 关于规范正交基（句，- e 2 ) 的矩阵等 
于 [ A 纟]，其中 > 0;于是,对于这种情形，仍有 （ b ) 蕴含 ㈦ . 

现在假设 （ C ) 成立，则 r 关于某个规范正交基的矩阵具有 
( c ) 所给出的 形式， 且6 > 0. 显然 T 的矩阵与其转置不相等（因 
为6 # 0)，因此 r 不是自伴.现在用矩阵乘法可以验证 T 7'* 的 
矩阵和 T*T 的矩阵是相等的.因此, rr = : TT ， 故: T 正规.于 
是 （ c ) 蕴含 （ a ). ■ 

我们将引进一种记号用来把一个矩阵写成由一些小矩阵组 
成的矩阵，例如.考虑矩阵 


112 2 2 
112 2 2 


D - 0 0 3 3 3 

0 0 3 3 3 

0 0 3 3 3 


我们可将此矩阵写成如下形式 

A B 

D = 

0 C 

其中 



" 1 1 ' 


2 

2 

2 " 

A = 


， B = 





1 1 


2 

2 

2 


为了更好地理 
解一个矩阵，我 
们经常把它看 
成是由一些更 
小的矩阵组成 
的.我们将在 
下一个命题和 

333 以后的各章中 

3 3 3 ， 使用这种技巧. 

3 3 3 


并且0表示由0组成的3 x 2矩阵. 
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即使没有正规 
性，仍有一个更 
简单的结果成 
立：若 r e 
C { V ), 并且 
在 r 下是不变 
的，则丄在 r * 
下是不变的；参 
见第6章习题 
29. 


下一个结果将在刻画实内积空间上的正规算子时发挥关键 
作用. 

7.18 命题： 设 r e c { v ) 是正规的，并且 u iv 的在 r 下的 
不变子空间，则 

( a ) U 丄在 r 下是不 变的； 

( b ) [/在 T * 下是不 变的； 

(c) (Thy - cniu ； 

( d ) Tk 是 C ； 上的正规 算子； 

( e ) T|w 是 [/丄 上的正规算子. 

证明： 先证明 （ a ). 设 h ，…， e m ) 是 C 7 的规范正交基，将 
其扩充成 V 的规范正交基， ( ei ， …，已爪，/!，…， / n )( 由 6.25 知 
这是可能的).因为 c / 在 r 下是不变的，所以每个都是 
( ei ，..，， e m ) 的线性组合，于是， T 关于基 （ e ! ，… , e m ，/ 1? ••- 7 
fj 的矩阵具有如下形式 


e m f 1 • f n 


ei - 

A 

M { T )^ Crn 

fi 

0 

fn - 

其中 A 表示一个 m x m 矩阵， 0 表示由 0 组成的 nx m 矩阵, 
B 表示一个 mxn 矩阵， C 表示一个 nxn 矩阵，并且为了方 
便,所选取的基已列在矩阵的顶端和左侧. 

对每个 j j {1， • • •， m }，|| re ) || 2 等于 A 的第 j 列元素绝对 
值的平方和（参见 6.17). 因此 

m 

7.19 [ UTe ^- ll 2 = A 中元素绝对值的平方和. 


B 


C 


对每个 j e {1，… ， m }，|| T * 勺|| 2 都等于 A 和 JB 的第 j 列元素 
绝对值的平方和.因此 
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7.20 i! T * e jli 2 = A 和 B 中元素绝对值的平方和. 

j •二 1 

因为 r 是正规的，所以对每个』都有 || Te ,|| = || r * e 4 ( 参 
见 7 . 6 ).. 于是 

m 771 

. 7-1 j=l 

根据 7.19 和 7.20, 此式意味着 B 中元素绝对值的平方和必须等 
于 0. 也就是说， B —定是由0组成的矩阵.于是 

e l • * * e m fi •** f n 

1 

A 0 


0 c \ 


这说明，对每个 fc, 都含于 u \ ，…， fJ 的张成.因为 （/ l5 

…， / n ) 是丄的基，所以这意味着，当 r G CZ 丄时必有 J 7 丄. 
也就是说， t/i 在： T 下是不变的，这就证明了 （a). 

为证 （b)， 注意到 A4(T*) 左下角有一块全是0 (因为 M ( T ) 
右上角有一块全是 0j. 也就是说，每个 T*e> 都可以写成 （ ei ， …， 
e m ) 的线性组合.于是， [/在 r* 下是不变的，这就证明了 （b). 
为证 （ C )， 令 S 二 7V， 并固定 veU , 则对所有 U e f/ 都有 

( Su , v ) = ( Tu , v ) 

- (w,T*v). 


ei 


7.21 


M ( T ) 


fi 


fn 


因为 G «7 (由 (b )), 所以上式表明 = T * v . 也就是说， 
CIV)* 这就证明了 （c). 

为证 （d), 注意到 T 和 T* 可交换（因为 T 是正规的)，而且 
(TV)* = (T*)|t； (由 （c)). 于是， TV 与其伴随可交换，故正规， 
这就证明了⑷. 
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在命题 7.18 的 
证明中 5 关键 
步骤是证明 
M (、 T ) 是一个 
适当的分块对 
角 矩阵； 参见 
7.21. 


为证 （ e )， 注意到在 （ d ) 中我们证明了 T 到任何不变子空间 
上的限制都是正规的.然而， t / i 在了下是不变的（由⑷)，故- 
T \ v ± 是正规的. ■ 


在 7.18 的证明过程中，我 们把一 个矩阵看成是由一些更小 
的矩阵组成的.现在我们需要更多地运用这种思想.分块对角矩 
阵 (block diagonal matrix ) 就是如下形式的方阵 


Ai 0 


L 0 4 」 

其中 Ai ,--. 都是方阵，它们位于对角线上，而矩阵的其他 
元素都等于 0. 例如，矩阵 


7.22 


A - 


4 0 0 0 0 

0 2 -3 0 0 

0 3 2 0 0 

0001—7 
0 0 0 7 1 


是分块对角矩阵，即有 

"Ax 0 

A = A 2 

o a 3 


其中 


7.23 A 1 - 4 


A2 = 


2 -3 

3 2 


乂3二 



如果4和 B 都是如下形式的分块对角矩阵 




0 



0 

A = 

0 


， B = 

0 

Bm 
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…， m ， 那么你应该验证， 
0 _ 

A n 


也就是说，两个（具有相同分块的）分块对角矩阵相乘，像对角 
矩阵相乘一样，只要把对角线上相应的块相乘即可. 

对角矩阵是一种特殊的分块对角矩阵，其中每个块的大小 
都是1 X 1. 另一个极端的情形是，每个方阵都是分块对角矩阵， 
因为我们可以把第一个（也是唯一的）块取成整个矩阵.因而, 
说算子关于某个基有分块对角矩阵等于什么也没说，除非我们 
知道这些块的大小，块越小，算子就越好（含糊地说，就是算子的 
矩阵有更多的 0). 最好的情形是存在规范正交基使得算子关于 
此基有对角矩阵.我们已经证明，在复内积空间上，这种情形恰 
好对正规算子才会出现（参见7.9)，而在实内积空间上恰好对自 
伴算子才会出现（参见 7.13). 

下一个结果表明，实内积空间上的正规算子的矩阵接近于 
对角矩阵•一具体地，关于某个规范正交基，我们得到了分块 
对角矩阵，而且每个块的大小最多是2 x 2.我们不能指望分得 
更好，因为实内积空间上确实有一些正规算子关于任何基都没 
有对角矩阵.例如，（你应该验证）由 T ( x , y )^ 定义的算 
子 T e £(R 2 ) 是正规的，但是没有本征值；因此这个特殊的 r 
关于 R 2 的任何基甚至都不会有上三角矩阵. 

注意到 7.22 中的矩阵就是下面的定理所保证的那种类型的 
矩阵.特别地, 7.22 中每个块（参见 7.23) 的大小都不超过2 x 2, 
而且每个2 x 2块都具有所要求的形式（左上方的元素等于右下 
方的元素，并且左下方元素都是正的，而右上方元素都等于左下 
方元素的相反数). 


注意到如果算 
子 r 关于某个 
基有分块对角 
矩阵，则此矩阵 
对角线上的任 
何1 X 1块都一 
定是 r 的本征 
值. 


7.25 定理： 假设 V 是实内积空间，并且了 € £( F )， 则 T 是正 
规的当且仅当 V 有规范正交基使得： T 关于此基有分块对角矩 
阵，而且每个块都是 1 x 1 矩阵或如下形式的 2 x 2 矩阵 
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证明： 为了证明容易的一方面，首先假设 V 有规范正 
交基使得 T 的矩阵是分块对角矩阵，并且每个块都是1 x 1矩 
阵或形如 7.26 的2 x 2矩阵.你应该验证（用公式 7.24 求两个 
分块对角矩阵之积)，关于这个基， T 的矩阵和 r * 的矩阵（它 
是 t 的矩阵的共轭转置）交换.于是， r 和 r * 交换，故 r 是正 
规的. 

为证另一方面 9 现在假设 T 是正规的.对 K 的维数用归纳 
法.首先注意到，若 dim V 二1 (平凡地)，或 dim K 二2 ( 若 T 自 
伴，则用实谱定理 7.13; 否则用7.15)，则结果显然成立. 

现在假设 dimV >2,并且结果在维数更小的向量空间上成 
立.如果 V 有在 r 下不变的1维子空间，则令 C / 是其 中之一 
(也就是说，若 r 有非零本征向量，则令是由这个本征向量张 
成的子空间).如果没有这样的子空间，则令是在： T 下不变 
的2维子空间（由 5.24 可知，1维或2维的不变子空间总是存 
在的). 

在 1 维实向量 如果 dimC / - 1,则在 （7 中取一个范数为1的 向量； 这 

空间中，恰好有 个向量就是的规范正交基，的矩阵当然是1 x 1矩阵. 
两个范数为 1 如果 dimC ； = 2,则 rk 是正规的（由 7.18), 但不是自伴的（否 
的向量. 贝! J , Tie ； 以及 T 就会有非零本征 向量; 参见 7.12), 于是可取 (7 的 

规范正交基使得关于此基的矩阵具有 7.26 的形式（参见 
7.15). 

现在 C / i 在 T 下是不变的，并且: Tlfji 是 C / i 上的正规算 
子（参见 7.18). 因而由归纳法假设, [/丄 有规范正交基使得 T \ v ^ 
关于此基的矩阵具有我们想要的形式.把这个基添加到/7的基 
就得到 V 的规范正交基，并且 T 关于此基的矩阵具有我们想要 
的形式. ■ 


§7.4 正算子 

许多数学家也 

采用半 正定算 对于算子: r g civ ), 如果 T 1 是自伴的，并且对所有 v g k 

子 (positive 都有 

semidefinite ( Tv , v ) ^ 0, 


operator ) 这 
个术语，意思 
与正算子相同. 


则称 r 为正的 ( positive ). 注意到，若 v 是复向量空间，则 r 
自伴的条件可以去掉（由 7.3). 
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你应该验证，正交投影都是正的.至于其他例子，看一下 
7.11 的证明，其中我们证 明了： 若 r e C(V) 是自伴的，并且 
a,/3eR 使得 a 2 < 4/3, 则 T 2 + aT + /3/ 是正的. 

算子 *5 称为算子 r 的平方根 (square root ), 如果 S 2 = T. 
例如，若 r G £(F 3 ) 是由 T{z l ,z 2 ,z 3 ) m 1^3,0,0) 定义的算子 , 
Se C(F S ) 是由 S(q ， z 2 , 句）二 （ 2 2 ， z 3 ,0) 定义的算子，则 S 是 T 

的平方根1 

下面的定理是关于正算子的主要结果.注意到正算 
子的刻画与 C 中非负数的刻画是对应的.具体地，复数 Z 非负 
当且仅当它有非负平方根，这对应于下面的条件 （ c). 此外， z 非 
负当且仅当它有实的平方根，这对应于下面的条件 （ d ). 最后, 
% 非负当且仅当有复数 u ， 使得 z 二切切，这对应于下面的条 
件 （ e). 


7.27 定理： 设 : Te £00,则下列等价： 

(a) T 是 正的； 

( b ) : T 是自伴的，且 T 的所有本征值都 非负; 

(c) T 有正平 方根； 

( d ) : T 有自伴的平 方根； 

(e) 有算子 S G C[V) 使得了 = 5*5. 


在某种意义上, 
正算子相应于 
[0, oo ) 中的数， 
因此在术语上 
更应该称之为 
非负的而不是 
正的.然而，算 
子理论学家始 
终称之为正算 
子，因此我们将 
沿袭这个传统. 


证明： 我们将证明⑷# ( b )4 ( c )^ ⑷4 ( e )^ ( a ). 

首先假设 （ a ) 成立，因此 T 是正的.显然 r 是自伴的（根据 
正算子的定义).为证⑼中的其他结果，设 A 是 T 的卒征值 , r 
是 T 的相应于 A 的非零本征向量，则 


0彡 ( Tv , v ) 
—〈入 v ， t ;〉 
= A 〈 i ;， v 〉， 


于是 A 是非负数.因此 （ b ) 成立. 
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现在假设 ( b ) 成立，因此 r 是自伴的，并且 r 的所有本征值 
都是非负的.由谱定理 （7.9 和7.13)， T / 有一个由 T 的本征向量 
组成的规范正交基 ( ex ,-- - , e n ). 设相应的本征值为 A lr -. , A n , 
则每个\都是非负数.定义 S e C { V ) 如下 

Sej = \J%e 3 , j •二 1•… ： n, 

那么你应该验证 ， S 是正算子.进一步，对每个 j 都有妒 e , •二 
Xjej — Tej , 由此可得 S 2 二于是, S 是 T * 的正平方根，故 （ c ) 
成立. 

显然 （ c ) 蕴含 （ d ) (因为，由定义知正算子都是自伴的). 

现在假设 ( d ) 成立，即有 F 上的自伴算子 S 使得: T 二炉. 
那么 r = (因为= S ), 故 （ e ) 成立. 

最后，假设 （ e) 成立.设 S G C(V) 使得： T 二 则 T* = 
(5*5)* - S *( S *)* 二 = r ，故： T 是自伴的.为证 （ a) 成立， 
注意到对每个 X ； G F 都有 

(Tv,v) = (S^Sv.v) 

= (Sv.Sv) 

> 0 . 


于是, T 是正的. 


正算子可能有 
无穷多个平方 
根（但是其中 
只有一个是正 
的).例如，若 
dimF > 1， 则 
K 上的恒等算 
子就有无穷多 
个平方根. 


每个非负数都有唯一一个非负平方根.下一个命题表明正算 
子也具有类似的性质.根据这个命题，我们可以釆用记号 vT 来 
表示正算子 T 唯一的正平方根，正如 x / X 表示非负数 A 唯一的 
非负平方根. 

7.28 命题： V 上每个正算子都有唯一一个正平方根. 

证明： 设 r G C{V) 是正的，并设 AiA m 表示 T 的所 
有互不相同的本 征值； 因为了是正的，所以这些数都非负（由 
7.27). 因为 r 是自伴的，所以由 7.14 可得 


7.29 V = null(T - XJ) ㊉…㊉ null(T - A m /). 
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现在设 S G £(\0是 T 的正平方根，并设 a 是 S 的本征值. 
若 w € 皿11(»5 — aJ )， 则 Sw = av ， 从而 

7.30 Tv ~ S 2 v = a 2 v, 

故 t ; G null(r - a 2 /). 于是 a 2 是 T 的本征值，由此可知 a 2 必 
定等于某个 A ,、 也就是说，有某个 j 使得 a = V / A ~, 进一步，由 
7.30 可得 

7.31 null(S - ^/Yjl) C null(T - Xjl ). 

我们在上一段证明了 ， S 的本征值只能是 x /石， …， Vt . 
因为 S 是自伴的，所以由 7.14 可得 

7.32 V -= iml\{S - y / x ^ I ) ㊉…㊉ null(5 - 
现在，由7,29, 7.32 以及 7.31 可知，对每个 j 都有 

null (5 f - - nuil(T - Xjl ). 

也就是说，在 mill(T - A,/) 上，算子 S 的作用相当于乘以 
于是, r 的正平方根 s 是由 r 唯一确定的. ■ 


§7.5 等距同构 


算子 * S € C ( V ) 称为等 距同构 ( isometry ), 如果对所有 t ; G 
V 都有 


IMIHkll. 

也就是说，算子是等距同构当且仅当它保范数.例如，当 A e F 
满足 | A | = 1时， AJ 是等距同构.更一般地，设 Ai ，…， A n 都是 
绝对值为1的标量，（以，…， e n ) 是 F 的规范正交基 ， S G C { V ) 
满足 S ( ej ) — Xjej . 对于 r € V ，由 6.17 可知 

7.33 v = (v, ei)ei H ——+ (v, e n )e n , 


在希腊语中, 
isos 的意思是 
相等； metron 
的意思是度量. 
因此 isometry 
(等距同构）的 
字面意思就是 
度量相等. 


而且 


T.34 ||t;|| 2 ^|(t;,e 1 )| 2 + ... + |(t;,e n )| 2 . 


把 S 作用到 7.33 的两端可得 
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Sv = (v, ei)Sei H - h (v, e n )Se n 

二 Ai(v,ei)ei H - h X n (v,e n )e n . 


根据 | AJ 二1，上面最后的等式表明 

7.35 i|5u|| 2 = !(^,e 1 )| 2 + *-. + i( V7 e rl )| 2 . 


比较 7.34 和 7.35 口 T 得|卜|1 = \\ Sv \\. 也就是说， S 是等距同构. 


实内积空间 
上的等距同构 
通常称为正交 
( orthogonal ) 

算子.复内积空 
间上的等距同 
构通常称为酉 
( unitary ) 算 
子.我们将采用 
等距同构这个 
术语，因此我 
们的结果对于 
实内积空间和 
复内积空间都 
可用. 


又如，设 0 e R, 则 R 2 上（以原点为中心）反时针旋转 0 角 
度所确定的算子是等距同构（你应该找出这个算子关于 R 2 的 
标准基的矩阵). 

若 S 6 C { V ) 是等距同构，则 S 是单的（因为，若加二0, 
则||圳 二 | j 5 t ；!| 二 0,故 二 0). 于是每个等距同构都可逆（由 
3.21). 

下一个定理提供了等距同构的若干等价条件.这些等价条 
件有一些重要解释.特别地， （a) 和 （b) 的等价性表明等距同构 
保内积.由于⑷蕴含⑷，从而若 S 是等距同构而 （ ei ，…， 

是 V 的规范正交基，则 S (关于此基）的矩阵的列是规范正交的； 
又因 ㈤ 蕴含 （ a )， 故逆命题也成立.因为 （ a ) 等价于条件 （ i ) 和 
⑴，所以在上一句话中也可用“行”代替“列”. 

7.36 定理： 设 Se £( y )， 则下列等价： 


⑷5是等距 同构； 

( b ) 对所有 u,v eV , 都有 { Su ， Sv 、 二 { u , v )\ 

(c) = /; 

( d ) 若 （ ei ，…，〜）是 V 中的规范正交向量组，则(細，…, 
Se n ) 是规范正 交的； 

(e) K 有规范正交基 （ ei ，…， e n ) 使得 （S ei ，… ,Se n ) 是规 
范正交的； 

( f ) S * 是等距 同构； 

( g ) 对所有 u,v 都有 { S * u , S * v ) = ( u , v ); 
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( h ) SS * = /; 

⑴若 （ ei ，…， e n ) 是 F 中的规范正交向量组，则 （ S* ei ，…， 
S * e n ) 是规范正 交的； 

( j ) V 有规范正交基 （ ei , …， e n ) 使得 (5* e ir .* , S * e n ) 是 
规范正交的. 

证明： 首先假设 （ a) 成立 > 如果 V 是实内积空间，那么对每 
个都有 

( Su , Sv ) = (||5? i . + Svf - || Sn - Svf)/A 
= (\\ S(u + v ) r -\\ S ( u - v ) f)/A 
二 (||w + v || 2 — \\u-v\\ 2 )/A 

= 〈权，汜〉， 

其中第一个等式可以由第 6 章习题6推出，第二个等式可以由 
S 的线性推出，第三个等式成立是因为 S 是等距同构，而最后的 
等式也是由第6章习题6推出的.若 V 是复内积空间，则用第 
6章的习题7代替习题6可以得到同样的结论.无论哪种情况, 
都有⑷ 蕴含 （ b ). 

现在假设 （ b ) 成立，则对任意 V 都有 
(( S*S — /) w , v ) = { Su ^ Sv ) — ( n , v ) 


取 v = (S*S - I)u 可得， S*S-I^O. 因此 = 厂这就证明 
了 （ b ) 蕴含 ( c ). 

现在假设 ㈦ 成立.设 （ ei ，…， e n ) 是 V 中的规范正交向 
量组，则 


(Sej, Sek) — (S*Sej,ek) 

= (e^, e/c). 

因此， (5 e l5 -.. ,5 e n ) 是规范正交的，这就证 明了 ㈦ 蕴含（办 
显然⑷蕴含 ㈨ . 

现在假设⑷成立.设 （ ei ，…， e n ) 是 F 的规范正交基使 
得, Se n 、 是规范正交的.若 re 则 I 
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\\Sv\\ 2 = ||5({1；, ei)ei + …+ … ， e n 〉 e n )|| 2 
= \\{v,d)Sei + …+ {v,e n )Se n \\ 2 
= |(^,ei}| 2 + … . + \ (v,e n )\ 2 

HWi 2 ， 

其中第一个和最后一个等式由 6.17 推出.开方即知 S ' 是等距同 
构，这就证明了⑷蕴含 （ a ). 

已证⑷ ( b )=^ ( c )=> ( d )^ ( e )=^ ( a ), 于是，从⑷到 （ e ) 
都互相等价.用代替 S 可知，从 （ f ) 到⑴都互相等价.因 
此，为了完成证明，只需证明从⑷ 到⑷ 的条件之一等价于从 
( f ) 到⑴的条件之一.联系这两组条件最容易的办法就是证明 
( c ) 等价于 （ h ). 一般地， S 当然不必和 5* 交换.然而，= J 
当且仅当二/ ; 这是第3章习题23的一种特殊情况.于是 
( c ) 等价于 （ h ). ■ 

上面这个定理证明了每个等距同构都是正规的（参见7,36 
中的⑻， （ c )， ⑻).于是，正规算子的刻画可以用来给出等距同 
构的完全描述.我们要在以下两个定理中做这件事. 

7.37 定理： 设 V 是复内积空间 ， 5G£(y )， 则 S 是等距同构当 
且仅当的本征值的绝对值都是1,而且 F 有一个由的本征 
向量组成的规范正交基. 

证明： 我们已经证明（参见本节第一段)，如果 S 的本征值 
的绝对值都是1，而且 V 有一个由 S 的本征向量组成的规范正 
交基，则 S 是等距同构. 

为了证明另一个方面，假设 S 是等距同构.由复谱定理 
(7.9)， V 有一个由 S 的本征向量组成的规范正交基，…， e n ). 
对于 j G {1，…， n }， 设\是相应于勺的本征值，则 

I 入 .? •卜 \\ x j e j\\ = \\ Se j\\ = ll e ^ II = 1 - 

于是， S 的每个本征值的绝对值都是 1. ■ 


如果 0 G R .， 那么你应该验证，在 R 2 上（以原点为中心）逆 
时针旋转0角度所确定的算子关于标准基有矩阵 7.39. 下一个 
结果表明实内积空间上的等距同构由以下三部分 组成： 一部分 
类似于 2 维子空间上的旋转，一部分等于恒等算子，一部分相当 
于乘以- 1. 

这个定理意味 
着奇数维实内 
积空间上的等 
距同构一定有 
本征值1或 
一 1. 


证明： 首先假设 S 是等距同构.因为 S 是正规的，所以由 
7.25 可知， V 有规范正交基使得 S 关于此基有分块对角矩阵，其 
中每个块都是1 x 1矩阵或如下形式的2 x 2矩阵 

•a - b _ 

7.40 , 6 > 0. 

_b a 

如果 A 是 S (关于上述基）的矩阵对角线上1 x 1矩阵的元 
素，那么存在基向量巧使得= A ~. 因为 S 是等距同构，所 
以 | A | = 1.于是 ， A = 1或 A = - 1,因为只有这两个实数的绝对 
值是 1. 

现在考虑位于 S 的矩阵的对角线上形如 7.40 的2 x 2矩阵. 
有基向 量巧， e 奸 i 使得 

S —- (XCj. + j _|_ 2 - 

于是 

1 = ll e j'H 2 = IlSejH 2 = a 2 + b 2 . 

再由 6 > 0 知，存在 0 G (0, Jt) 使得 a = cos 0, 6 = sin 6 . 

因而矩阵 7.40 具有所要求的形式 7.39, 这就完成了这个方 
向的证明. 


7.38 定理： 假设1/是实内积空间，£00,则5是等距同构 
当且仅当 V 有一个规范正交基使得关于此基 S 有分块对角矩 
阵，其中对角线上的每个块都是由1或 -1 构成的1 x 1矩阵, 
或者是如下形式的 2 x 2 矩阵 

"cos 6 — sin 0 " 

7.39 , 6 e (0,Jt). 

sin 6 cos 8 
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反之，假设 V 有规范正交基使得 S 关于此基的矩阵具有定 
理所要求的形式.于是有直和分解 

V = ㊉…㊉ t / m ， 

其中每个％都是 F 的1维或2维子空间.进一步，任意两个 
属于不同％的向量都是正交的，并且每个51%都是把％映到 
Uj 内的等距同构.若^ € V ，则有 

V ^Ui-\ - +u m , 

其中％ € %.把 S 应用到上式并取范数可得 

!| 5 ^|| 2 二 \\Sui + …+ SUm\\ 2 

= || 5ui ||2 + ... + || 5nm ||2 

H 卜 ll 2 H—. + Kn |! 2 

HMI 2 . 

于是， s 是等距同构. ■ 


§7.6 极分解与奇异值分解 

回想一下我们在 C 和 C { V ) 之间做的类比.按照这个类比， 
一个复数 z 相应于一个算子 r ， 而5相应于 r *. 实数相应于 
自伴算子，而非负数相应于（不恰当地所谓）正算子 . c 的另一 
个重要的子集是单位圆，它由所有满足问二1的复数 z 组成. 
条件 M 二1等价于 k 二 1. 按照我们的类比，这相应于条件 
T*T =： I , 等价于: T 是等距同构（参见 7.36). 也就是说， C 中的 
单位圆相应于全体等距同构. 


继续我们的类比，注意到每个非零复数2都可以写成如下 

形式 



其中第一个因子，即 z /\ z \, 是单位圆中的元素.这种类比使我们 
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猜到，任何算子 r G C { V ) 都可以写成一个等距同构和的 
乘积.我们现在就来证明这个猜测确实是对的. 


7.41 极分解 (Polar Decomposition ) : 如果 T G C{V), 则有一 
个等距同构 S G C(V) 使得 

如果你知道一 
点复分析，那么 
你就会认识到 

r 


与复数的极坐 
标的类比：每 

证明： 假设 Te£(y). 

_1 rF 1 ] I O 

若 v € V ， 贝 !j 

个复数都可以 
写成 e ei r , 其中 

|| Tv || 2 = 

{Tv,Tv) 

6 € [0,2 兀)， 而 

=z= 

(T*Tv,v) 

且 r > 0.注 

= 

{VT*TVT*Tv, v) 

意到#在单位 

= 

{Vf*Tv, Vf*Tv) 

圆上相应于 S' 

于是，对所有 l ； G y 都有 

\\VT*Tvf. 

是等距同构，而 
r 是非负的相 
应于 T*T 是正 
算子. 


7.42 || Tv || - ||\/ T * Tv ||. 


定义线性映射 A : range y / f ^ T range T 如下 


7.43 S 1 ( y / T * Tv ) = Tv . 

证明的要点 是把& 扩张成一个等距同构 S e C ( V \ 使得: r 二 
SVf ^ T . 现在来看具体证明. 

首先必须验证&的定义是合理的.为此，假设 w 2 e V 
使得 y / T ^ Tv , = 为使 7.43 给出的定义有意义，我们 

必须证明 r % = Tv 2 . 然而， 

\\Tv 1 -Tv 2 \\ = \\T(v 1 -v 2 )\\ 

^\\Vf^f( Vl -v 2 )\\ 

= \\Vf^ Vl - Vf^fv 2 \\ 

= 0， 


其中第二个等式成立是由于 7.42. 上式证明了 rw =仏 2 ,故 
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在余下的证明 
中，我们要做的 
就是把 A 扩张 
成整个 V 上的 
一个等距同构 
S . 


s ' 的确是定义合理的.你应该 验证& 是线性映射. 

由 7.43 可知，&把 range x / f^T 映到 range T 上. 显然，由 
7.42 和 7.43 可知，对所有 u e range 都有 ||5 iw || - || u ||. 
特别地, A 是单的.于是，对&应用 3.4 可得 

dim range vT*T — dim range T . 

这意味着 dim(range \/ T * T ) ± — dim ( ranger ) 丄（参见第 6 章习题 
15). 于是，可取 (range v ^ T ) 1 的规范正交基 （ ei ，… ， e 7n ) 及 
( rangeT ) 1 的规范正交基（八，… ，/ m ); 关键是这两个规范正交 
基的长度相同.定义线性映射& : (range v / T * T)' L — > (range T 7 ) 1 
如下 


*?2(aiei + . •.十 a m e m ) = ai/ x H - + o >rri f rn . 

显然，对所有切 G (range\/T*T) 丄 都有 ||SVo；|| 二 \\w\\. 

现在设 S 是 V 上的算子，并设它在 range 上和&相 
等，而在 (range 上和 S 2 相等.更准确地说，因为每个 

r G T / 都可以唯一地写成 

7.44 v = u + w, 

其中 w G rangeE (range V ^ T )^ (参见 6.29), 所以按 
照上述分解，对于 v G 可以定义％如下 

Sv = S\u + S2W. 


对每个1； e y 都有 

二 5“^^^卜 ri ； 

故 r = sVWT , 还需要证明 s 是等距同构.然而，这很容易由 
勾股定理 得到： 若 r G F 已经分解成 7.44 的形式，则 

||S V || 2 = ||S 1 U + 灸 HI 2 

二 ||5^|| 2 + II&HI 2 
= IMI 2 + IIHI 2 
HHI 2 , 

其中第二个等式成立是由于 Am 6 rangeT , S 2 w E (ranger )^. 
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极分解 (7.41) 说的是， F 上的每个算子都是一个等距同构 
和一个正算子的乘积.于是， V 上的每个算子都可以写成两个算 
子之积，这两个算子都来自我们已经完全描述，并且能够比较好 
地理解的算子类 . 7.37 和 7.38 描述了等距 同构； 谱定理 （7.9 和 
7.13) 描述了正算子（它们都是自伴的). 

具体地，设 r 二 SVT - T 是 C { V ) 的极分解，其中 S 是 
等距同构，则 V 有规范正交基使得 S 关于此基有对角矩阵（若 
F = C ), 或者有分块对角矩阵,其中每个块的大小都不超过2 x 2 
(若 F = R ), 并且 V 还有规范正交基使得 VT ^ T 关于此基有对 
角矩阵.要 注意： 未必有规范正交基使得 S 和 y / T ^ T 的矩阵同 
时具有这么好的形式（对角矩阵或由较小的块组成的分块对角 
矩阵).也就是说， S 需要一个规范正交基，而 VT ^ T 可能需要另 
一个不同的规范正交基. 

设 : T € C { V ). T 的奇异值 (singular value ) 就是 的 

本征值，而且每个本征值 A 都要重复 dimnullCTT - AJ) 次•因 
为 T 的奇异值都是正算子 VT ^ f 的本征值，所以它们都非负. 

例如， 若 Te £( F 4 ) 定义如下 

7.45 T(Z!,Z2,Z3,Z4) = (0, 3^1, 2 z 2 , -3z 4 ), 

那么你应该验证， r * r (幻， z 2 ， z 3 , 之 4 ) = (9 zi ,4 z 2 , o ,9 z 4 ). 于是 


\/T*T(z 1 ,Z2,z 3 ,z 4 ) 二 (3z 1 ,2z 2 ,0,3z 4 ), 
并且 Vf ^ T 的本征值是3, 2,0. 显然， 


dimnull(\/T*T-3/) = 2, dimnull(\/T*T — 2/) = 1 ， 


dim null VT*T = 1. 

因此, T 的奇异值是 3,3,2,0. 你应该验证，在这个例子中，: T 的 
本征值只有 -3 和 0. 

把谱定理和 5.21 (尤其是⑷）用于正算子（故自伴） VT^T 
可知，每个 r e C{V) 都有 dimy 个奇异值.例如，我们在前一 
段看到，在4维向量空间 F 4 上，由 7.45 定义的算子 r 有4个 
奇异值（它们是3,3, 2,0). 

下一个结果表明， F 上的每个算子都可以通过它的奇异值 
和 V 的两个规范正交基很好地描述. 
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这个证明就是 
极分解用途的 
例证. 


7.46 奇异值分解 ( Singular-Value Decomposition ) :设 r e 

C{V) 有奇异值々，•..，、，则有 V 的两个规范正交基 ( e l5 ... 5 
〜）和 （ A ， …， / J 使得对每个 F 都有 

7.47 Tv = si(v,e 1 )f 1 + …+ s n (v,e n )f n . 

证 明：对 Vr ^ f 应用谱定理（也参看 7.14), 则 V 有规范正 
交基 (ei r .. ,e n ) 使得 Vf^Tej = sjej, j = 1，…， n. 对每个 
vgF 都有（参见 6,17) 

v = (v, e x )ei 4- - • + (v, e n )e n . 

把 Vf ^ T 作用到这个等式的两端，则对每个 r K 都有 


VT*Tv = Si(v,ei)ei H - \- s n (v,e n )e n . 


由极分解 (7.41), 有等距同构 s e C ( V ) 使得 r = 把 s 

作用到上式两端，则对每个 r e F 都有 

Tv = si(v,ei)Sei H - h s n (v,e n )Se n . 

对每个 j ， 令 A = s ej . 因为 s 是等距同构，所以…， 

是 y 的规范正交基（参见 7.36). 上式现在就变成 

Tv = si{v, e 1 )f 1 + • • • + Sniv, e n )f n , v eV . ■ 

我们在研究从一个向量空间到另一个向量空间的线性映射 
时，讨论了线性映射关于第一个向量空间的基和第二个向量空 
间的基的矩阵.在研究算子（即从一个向量空间到其自身的线性 
映射）时，我们几乎总是让同一个基扮演这两种角色. 

奇异值分解给了我们一个少有的 机会： 讨论算子关于两个 
不同基的矩阵.为此，设 re c ( v ), 5 i ,• •.， s n 表示 t 的所有奇 
异值，并设 （ e ^ •…， e n ) 和 ,/ n ) 都是 F 的规范正交基 
使得奇异值分解 7.47 成立，则显然有 
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5i 0 

薄， ( ei ，…， e n ) ，(/ 丄，…，/ n )) 二 

0 〜 

也就是说，只要允许我们在处理算子时使用两个不同的基，而不 
是像通常那样只使用单独的一个基，那么 V 上每个算子关于 
的某些规范正交基就都有对角矩阵. 

奇异值和奇异值分解有很多应用（习题中给出了一些)，包 
括在计算线性代数中的应用.为了计算一个算子的奇异值的数 
值近似值，首先计算 r*T ， 然后计算的近似本征值（计算正 
算子的近似本征值有很好的技术) . 的这些（近似）本征值 
的非负平方根就是 T 的（近似）奇异值（正如在 7.28 的证明中 
所见).也就是说，不需要计算 T * T 的平方根，就能得出 T 的近 
似奇异值. 
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习 


题 


1. 按照下面的定义， V 2 { R ) 是内积空间， 

= f p{x)q{x)dx. 

Jo 

定 XTe £(P 2 (R)) 使得 T{a 0 + + a 2 x 2 ) = a lX . 

(a) 证明: T 不是自 伴的. 

( b ) T 关于基 （ l,:r ， :r 2 ) 的矩阵是 


虽然 T 不是自伴的，但是这个矩阵却和它的共轭转置 
相等.解释为什么这并不矛盾. 

2. 证明或举反例：有限维内积空间上的两个自伴算子之积是 
自伴的. 

3. ( a ) 证 明：若 F 是实内积空间，则 V 上的自伴算子之集是 

C ( V ) 的子空间. 

( b ) 证明 .•若 F 是复内积空间，则 V 上的自伴算子之集不 
是 C { V ) 的子空间. 

4. 设 P € C ( V ) 使得户二证明 P 是正交投影当且仅当 P 
是自伴的. 

5. 证明： 若 dimF > 2,则 F 上的正规算子之集不是的 
子空间. 

6 . 证 明：若 r e C ( V ) 是正规的，贝！ J 


range T — range T*. 

7 .证 明：若 r e c(v) 是正规的，则对每个正整数 it 都有 
nullT fc = null T , range = range T . 
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8. 证明没有自伴算子 r G £( R 3 ) 能使得 

r ( l ，2,3) = (0,0,0)， r (2,5,7) = (2,5,7). 

9. 证 明： 在复内积空间上，一个正规算子是自伴的当且仅当 
它的所有本征值都是实的. 

10. 设 y 是复内积空间 ， t e C(V) 是正规算子使得 r 9 二 t 8 . 
证明: T 是自伴的，并且 T 2 = T. 

11. 设 V 是复内积空间.证明 V 上每个正规算子都有平方根. 
(算子 S € C{V) 称为 r G C{V) 的 平方根 (square root )， 
如果 s 2 二 r 。） 

12. 给出实内积空间 F ， 算子 r e C(V) 以及满足 a 2 < 4/3的实 
数 a ， /3,使得 T 2 + aT + 舛 不可逆. 

13. 证明或举 反例： F 上每个自伴算子都有立方根.（算子 S 6 
C(V) 称为 r G C{V) 的 立方根 (cube root ), 如果 S 3 = T .) 

14. 设 T G C{V) 是自伴的 ， A G F , 6 > 0. 证明，若有 r 6 F 使 
得 IMI = 1，并且 


\\ Tv - Xv \\< e , 

则： r 有本征值 A/ 使得 |A - Y| < e. 

15 . 设 [/ 是有限维实向量空间，并且: T e C ( U ). 证明! 7 有一个 
由 r 的本征向量组成的基当且仅当存在 c / 上的内积使得 
r 是自伴算子. 

16. 给出一个内积空间上的算子 r 使得 r 有一个不变子空间, 
但是它的正交补在 r 下却不是不变的. 

17. 证明 v 上的两个正算子之和是正的. 

18. 证明 ：若： T e C ( V ) 是正的，则对每个正整数 fc ， 都是正 
的. 

19 . 设 T 是 y 上的正算子.证明 r 可逆当且仅当对每个 V e 
v \{ o } 都有 


习题9 (对于正 
规算子）强化 
了自伴算子与 
实数之间的类 
比. 


这个习题表明， 
即使对于实向 
量空间， 7.11 中 
T 自伴的假设 
也是必要的. 


这个习题说明， 
如果没有: T 正 
规的假设， 7.18 
就不成立. 
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{ Tv , v ) > 0. 

20. 证明或 反驳： F 2 上的恒等算子有无穷多个自伴的平方根. 

21. 证明或举 反例： 若 S G £( TO , 并且 F 有规范正交基 （ ei ，…， 
e n ) 使得对每个巧都有 i | 以 || 二1,则 S 是等距同构. 

22. 证 明：若 64 £( R 3 ) 是等距同构，则有非零向量^ e R 3 使 
W S 2 x ^ X. 

23. 定义 T £( F 3 ) 如下 


T{z u z 2 ,zz) = (^3,2zi ? 3z 2 ). 


求出一个等距同构 s g £( f 3 ) 使得 r -： sVt ^ t . 


习题 24 表明， 
如果把 r 写成 
等距同构与一 
个正算子之积 
(犹如在极分解 
中)，则此正算 
子必为 Vt ^ t . 


24. 设: T e C ( V ), S G C ( V ) 都是等距同构，并且 H G £( F ) 是 
正算子使得 : r = s 凡证明 i ? = Vr * r . 

25. 设 r G C { V ). 证明 r 可逆当且仅当有唯一一个等距同构 
Se C ( V ) 使得 : r = sVt^T 1 . 

26. 证明 ： 若 丁 e C ( V ) 是自伴的，则 r 的奇异值等于: r 的本 
征值的绝对值（适当重复). 


27. 证明或举 反例： 若 t e £00, 则 r 2 的奇异值等于 r 的奇 
异值的平方. 

28. 设: T e C { V ). 证明 r 可逆当且仅当 0 不是: T 的奇异值. 

29. 设 r € C { V ). 证明 dim range T 等于 T 的非零奇异值的个 

30 . 设 S G C ( V ). 证明 S 是等距同构当且仅当 S 的所有奇异 
值都等于 1. 

31. 设 T l7 T 2 G C { V ). 证明 7\ 和 T 2 有同样的奇异值当且仅当 
有等距同构 S u S 2 e C ( V ) 使得乃二 & T 2 馬. 

32. 设 T G C { V ) 有奇异值分解 


Tv 二 s 1 ( v , ei ) f l + ... + s n ( v , e n ) f n , v eV , 



其中…，、是 T 1 的所有奇异值，( 61 ,…, e n ) 和（八，… 
f n ) 都是 V 的规范正交基. 

(a) 证明： 对每个 X ； 6 V 都有 


T*v = -si(v, f x )ei + •.. + s n [v ， f n )e n . 


( b ) 证明••若 T 可逆，则对每个 t ； e V 都有 


T~ l v 




si 


+ ..• + 


Mn) e ' 


^71 


33. 设 T e .令 5 表示 r 的最小奇异值， s 表示 T 的最大 

奇异值.证明对每个 t ? e F 都有 


s\\v\\^\\Tv\\^s\\vl 

34.设 T \ T ff e 令乂 表示 r 的最大奇异值，，表示 

T 〃 的最大奇异值， s 表示 : T + T 〃 的最大奇异值.证明 s < 

y + 5". 
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本章将更深入地研究复向量空间上算子的结构，这里用不 
到内积，因此我们又回到了一般的有限维向量空间（而不是特殊 
的内积空间）的情形.于是本章作如下 假设： 

F 表示 R 或 C . 

V 是 F 上的有限维非零向量空间. 

本章中的有些结果在实向量空间上也成立，因而我们并未 
仅仅假设 V 是复向量空间.本章的一些结果只对复向量空间 
的情形给出了证明，我们将在下一章给出其中大部分结果在实 
向量空间上的类似结果的证明.因为复向量空间上的证明通常 
比实向量空间上的类似证明要简单，所以我们首先处理复向量 
空间. 


* * 杀 * 傘 
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§8.1 广义本征向量 I 

有些算子因为没有足够多的本征向量而没有一个好的描述. \ 

因此,本节将引入广义本征向量的概念，这一概念对算子结构的 | 

描述起着重要作用. ： i 

为了理解为什么本征向量不够多，我们来考察如何通过算 : 
子定义域中的不变子空间分解来描述这个算子.取定 T G C ( V \ I 

为了描述 T ， 我们想要找到一个“好的”直和分解 

i 

8.1 V = i/l ㊉. ••㊉ [/m ， i 

其中每个％都是 y 在 r 下的不变子空间.可能存在的、最简 1 

单的非零不变子空间是一维的.分解^中的每个％都是在 r 
下不变的一维子空间，当且仅当 v 有一个由 r 的本征向量组成 
的基（参见5.21)，当且仅当 f 有如下分解 

8.2 V = null(T - MI ) ㊉..•㊉ null(T -入爪几 \ 

其中 Ai ，…，是 r 的所有互不相同的本征值（参见 5.21). { 

上一章我们证明了，内积空间上的每个自伴算子都有形如 | 

8.2 的分解（参见 7.14). 可惜的是，即使在复向量空间上，形如 
8.2 的分解对更一般的算子也可能不成立 . 5.19 所给出的算子就 
是一个例子，它没有足够多的本征向量使得 8.2 成立.我们现在 
要引入的广义本征向量将会弥补这种不足.本章的主要目标是 
要 证明： 如果 V 是复向量空间，并且 T G £00,那么 

V = null(T - 入^产 v ㊉…㊉ null(T - A m /) dimV , 

其中 Ai ，…， A m 是 r 的所有互不相同的本征值（参见 8.23). 

设 r G £( F ), 并且 A 是: T 的本征值.对于向量 T ； G 如 
果存在正整数 j 使得 


8.3 { T - Xiyv ^ O , 

则称 r 是 T 7 的相应于 A 的广义本征向量 （generalized eigen ¬ 
vector ). 注意， T 的每个本征向量都是 r 的广义本征向量（在 
上面的等式中取 j 二1)，但反之不成立.例如，如果 T G £( C 3 ) 
定义为 
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T ( Z 1 , Z 2 , Z 3 ) = (2： 2 ,0，之3)， 

那么，对所有 AJ 2 GC 都有 T 2 ( q ，句， 0) = 0. 因此 C 3 中最后 
一个坐标等于0的元素都是 T 的广义本征向量.你应该验证 

C 3 = {{z 1 ,z 2) G) : z u z 2 ec}® {(0,0, ^ 3 ) : e C}, 

其中右端的第一个子空间等于该算子相应于本征值0的广义本 
征向量之集，第二个子空间等于该算子相应于本征值1的广义 
本征向量之集.我们将在本章后面证明，复向量空间上的每个算 
子都有一个由广义本征向量所给出的分解（参见 8.23). 

虽然广义本征向量定义中的 j 可以是任意正数，但是我们 
很快就会看到，每个广义本征向量都满足形如 8.3 的方程而且其 
中的 j 等于 V 的维数.要证明这一点，现在我们来讨论算子幂 
的零空间. 

设 T G 并且 A : 是非负整数.如果 rS 二0,那么 

T k+1 v = T{T k v) = T ( O ) = 0. 因此 null T k C null T k +K 也就是 

说， 

8.4 {0} - null T ° C null T 1 C … C null T k C null T k+1 C .... 

下一个命题是说，如果在这个子空间序列中有相邻的两项相等, 
那么此后的所有项都相等. 

8.5 命题： 如果 T G £( V ), 并且 m 是一个非负整数使得 
null T m = null T m+1 , 那么 

null r 0 C null r 1 C ... C null T m = null T m+1 = null T m+2 =• 

证明： 设 r e ay), m 是一个非负整数使得 null = 
mill T -+ 1 , 并设 fc 是正整数.往证 

null T m+fc = null T m+k+1 . 

我们已经知道 null T m+fc C null T m+fc+1 . 要证明另一个方向的 
包含关系，设 r G null : T m+fc+1 ， 则 


注意，我们没有 
定义广义本征 
值的概念，因为 
这样不会得到 
任何新东西.理 
由是：如果对 
某个正整数 j , 
(t - xiy 不是 
单的，那么 T - 
AJ 也不是单的, 
因此 A 是 r 的 
本征 值. 
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0 = T m+k+1 v ^ T m+1 (T k v). 


因此 


T k v e null T m+1 - null T m . 

于是 0 二 T m (T k v) - BP G null T m+ K 由此得 

null T m+fcfl c null T m+k . m 

上面的命题引出一个 问题： 是否存在非负整数 m ， 使得 
null T m = null T m+1 ? 下面的命题表明，这个等式至少在 m 
等于 r 的定义域的维数时成立. 

8.6 命题： 如果: T e£(V )， 那么 

null T dimV - null T dimV+1 = null T dimV ^ 2 二 .... 

证明： 设: T G C(V). 只需证明 null T dimV - null T dimV+1 
(由 8 . 5 ). 假设不然，则由 8.5 得 


1 




{0} - null T° C null T 1 C • • • C null T dimV C null T dimVA+1 , 

其中符号 £ 的意思是“包含于，但是不等于”.在上述链中的每 
个严格包含关系处，维数至少增加 1. 因此 dim null T d ^ v ^ ^ 
dimF + 1 ， 矛盾，这是因为 F 的子空间的维数不可能大于 dimV. 


现在我们得到了许诺过的关于广义本征向量的描述. 

这个推论说明， 

T e C{V) 相应 
于本征值； V 的 
广义本征向量 
之集是 V 的子 
空间. 

v G null (T-Aiy. 

由 8.5 和 8.6 (以 r - 代替 T)Uve null (T - A/) dimV . ■ 


8.7 推论： 设 r G C{V), 并且; \ 是 r 的本征值，则： T 的相应于 
A 的广义本征向量之集等于 null (T - A/) dimV . 

证明 ：若 g null (r - A/) dim v ，则显然是 r 的相应于 a 
的广义本征向量（由广义本征向量的定义). 

反之,设 r G y 是 T 相应于 A 的广义本征向量，则存在正 
整数 j 使得 
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一个算子称为幂零的 ( nilpotent ), 如果它的某个幂等于 0. 
例如，下面定义的算子 iV € £( F 4 ) 

N{zi,z 2 ,z z ,z a ) = ( 2 : 3 , ^ 4 , 0 , 0 ) 

是幂零的，因为 iV 2 二 0. 又如， P m ( R ) 上的微分算子是幂零的， 
这是因为任何次数不超过 m 的多项式的 m + 1阶导数都等于 
0. 注意，在这个 m + 1维空间上，我们需要把幂零算子自乘到 
m +1 次幂才能得到 0. 下一个推论表明，不需要用到比空间的 
维数更高的幂. 

8.8 推论： UNg C ( V ) 是幂零的，则 N dimV = 0 . 

证明：因为 TV 是幂零的，所以 V 中每个向量都是相应于本 
征值0的广义本征向量.由此利用 8.7 即得 null N dimV - F . ■ 

前面讨论了算子幂的零空间，现在考虑值域.设 T e C ( V ), 
并且 fc 是非负整数.如果 w G range ,则有 v eV 使得 

w = T k+1 v = T k ( Tv ) G range #. 

由此得 range C range T k . 也就是说， 

V = rangeT 0 D rangeT 1 D … D range D range !)•••. 

下面的命题表明，在上式中，一旦指数达到了 y 的维数，包含就 
变成了相等. 

8.9 命题： 若 r € £00, 则 

range T dimV = range T dimV+1 = range T dim v+2 = •••. 

证明： 我们本可以从头来证明，但我们更愿意利用已经证明 
过的关于零空间的相应结果.设 m > dimF ， 则 

dim range T m = dim V — dim null T m 

— dim V — dim null T dim v 
=dim range r dim ' 

其中第一个和第三个等式由 3.4 得到，第二个等式由 8.6 得到.已 


拉丁词 nil 的 
意思是无或者 
零；拉丁词 po ¬ 
tent 的意思是 
幂.于是 riilpo - 
tent 的字面意 
思是幂为零. 


零空间的相应 
包含关系 （8.4) 
与此恰好相反. 
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如果了关于某 
个基恰好具有 
对角矩阵 A ， 那 
么你应该验证, 
A 在 A 的对角 
线上恰好出现 
dim null ( r — A /) 
次. 


经知道 range T dimVA D range T m , 刚刚又证明了 dim range T dim ^ 
=dim range T 1771 ， 故 range T dim v = range T m . _ 


§8.2 特征多项式 

设 V 是复向量空间，并且 T G C { V ), 我们知道， V 有基使 
得 r 关于此基有上三角矩阵（参见 5.13). —般来说，这个矩阵 
不是唯一的 —— T 可能关于 V 的很多不同的基都具有上三角 
矩阵，而这些上三角矩阵可能是不同的.但是,这些矩阵的对角 
线上一定都恰好包含了 T 的所有本征值（参见 5.18). 因此，如 
果 r 有 dim K 个不同的本征值,那么每个本征值在 T 的任何上 
三角矩阵的对角线上一定都恰好出现一次. 

如果： T 的互异本征值的个数少于 dim V 会怎么样呢？这样 
的情况常常会出现，此时每个本征值在 T 的任何上三角矩阵的 
对角线上一定都至少出现一次，但是其中必然有一些会重复 .一 
个取定的本征值重复的次数与 V 的基的选取有关吗？ 

你可能会猜测，一个数 A 在 T 的一个上三角矩阵的对角 
线上恰好出现 dim mill (T - AI ) 次.一般来说，这是不对的. 
例如，考虑 C 2 上的一个算子，它关于标准基的矩阵为上三角 
矩阵 


5 1 
0 5 ' 

对于这个算子有 dim null (T - 5/) = 1，而5在对角线上出现两 
次.但是要注意，对于这个算子有 dim null (T - hi) 2 = 2. 这个 
例子阐明了一种普遍情况——数 A 在 T 的一个上三角矩阵的 
对角线上恰好出现 dim null (了- AJ ) dimK 次，这正是我们在下面 
的定理中将要证明的.因为 null ( T - A /) dimV 仅依赖于: T 和 A ， 
而不依赖于基的选取，这说明本征值在 T 的上三角矩阵的对角 
线上出现的次数和特定的基的选取无关.这个结果将成为我们 
分析复向量空间上算子的结构的主要工具. 
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8.10 定理： 设 r e ay ), 并且 a e f ， 则对 r 的每个使得 
t 具有上三角矩阵的基， a 在 r 的矩阵对角线上都恰好出现 
dim null CT- 次. 

证明： 不失一般性，设 A 二0 (如果在这种情况下证明了定 
理，以 T - 代替 T 便可以得到一般情况的证明). 

为了方便，令 n = dimF . 我们通过对 n 用归纳法来证明这 
个定理.若 n = 1，则结果显然成立.因此假设 n > 1,并设结果 
对维数为 n -1 的空间成立. 

设卜1，…，〜）是 V "的基，使得 T 关于此基有上三角矩阵 回想一下，矩阵 
「 ， 中星号经常用 

* 来表示未知的 

8-11 或者我们不关 

A n -1 心的元素. 

0 A n 

设 [/ = span ( i ； i , - - - , v n - i ). 显然在 r 下是不变的（参见 
5.12)，并且了|(/关于基（1；1，…， v n - i ) 的矩阵为 

入1 * 

8.12 

_ 0 A n — 1 _ 

因此，由归纳法假设， 0 在 8.12 的对角线上出现 dim null { T \ u) n - 1 
次.我们知道 mill (TVf- 1 = null (TV 广（因为[/的维数为 
n-1; 参见 8.6 )， 于是 

8.13 0 在 8.12 的对角线上出现 dim null (Tic；) 71 次. 

根据 A n 是否为0分两种情况来证明.首先考虑 A n # 0的 
情况.往证在这种情况下有 

8.14 null T n C U . 

一旦证明了这一点，就会知道 mill r = null ( T \ v ) n , 从而，由 
8.13 知, 0 在 8.11 的对角线上恰好出现 dimnull P 次，这样就 
完成 A n #0 的情形的证明了. 

因为 M { T ) 是由 8.11 给出的，所以 
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M { T n ) = M { T) n = 

0 




即存在 ueU 使得 


7 





要证明 8.14 (仍然假设 A n # 0)，设 t G null 7- 我们可以把 
写成 

V = XL + dVm 

其中 ueU . aeF . 因此 


o 二 T n v 二 T n u + aT n v n = T n ii + au^ aA> n . 

因为 T% 和 atx 都包含于 C /， 并且〜 0 C /， 所以 aA n n 二 0 .再 
由 A n _ 0 可得 a — 0. 于是 t; == & G 这就完成了 8.14 的证 
明= 

现在考虑 A n = 0的情况.在这种情况下，往证 

8.15 dim null T n — dim null (T\u) n -f 1, 

再利用 8.13 就可以完成 A n 二 0 的情形的证明. 

利用两个子空间之和的维数公式 (2.18) 可得 

dim null T n = dim(/7 H null T n )-f dim(C7 + null T n ) - dim?7 
二 dim null { T \ u) n + dim([7 + null T n ) — (n _ 1). 

假如我们能够证明 mill P 包含一个不属于[/的向量，那么 

n 二 dim V 彡 dim(C/ + null T n ) > dimC/ = n — 1 ， 

由此得 dim(C7 + null T n ) = n, 再结合上面关于 dim null T* n 的 
公式即得 8.15. 于是，要完成证明只需证明 null T- 包含一个不 
属于 U 的向量. 

考虑如何才能找到一个包含于 mill 7^ 而不包含于 [/ 的向 
量.可以试试如下形式的向量 


u-v n , 


其中 t / G C /. 至少我们可以保证这样的向量不在 C 7 中，能不能 



找到 ueu 使得上式中的向量在 miirr 71 中呢？计算 


§8.2 特征多项式 171 


T n {u-v n )=T n u~T n v n . 

为使上面的向量等于0,必须选取（如果可能的话 ） u 使得 
T n u = r n v n . 如果 T n v n e range ( T |^/) n , 就能够做到这一点.因 
为 8.11 是 T 关于 （ n ） 的矩阵，所以 G [/ (回想一 
下，我们现在讨论的是 A n 二0的情况).因此 

T n v n = T^CTvn) e mngeiTlu ) 11 - 1 = range(Tj 71 , 

其中最后一个等式由 8.9 得到.也就是说,确实可以取到 ueU 
使得 u — v n e null T n . ■ 

设 T G £(\0 .了的本征值 A 的重数 （ multiplicity ) 定义为 
相应于 A 的广义本征向量所构成的子空间的维数.也就是说 ， r 
的本征值 A 的重数等于 dim null (T - A/) dimy . 如果 T 关于 V 
的某个基有上三角矩阵(在 F = C 时总是出现)，那么 A 的重数 
就是 A 在这个矩阵的对角线上出现的次数（由上一个定理). 


作为重数的例子,考虑如下定义的 T e £(F 3 ) 


8.16 T(z 1 ,z 2 ,z 3 ) = (0, zi ,5 z 3 )- 

你应该验证, 0是： T 的重数为2的本征值, 5是: T 的重数为1的 
本征值,并且 r 没有其他本征值.又如，若算子 r e £(F 3 ) 的矩 
阵为 

6 7 7 

8.17 0 6 7, 

0 0 7 


那么6是 T 的重数为2的本征值, 7 是 T 的重数为1的本征值 
(由定理 8.10 得). 

在上面的每个例子中， T 的本征值的重数之和都等于3,即 
T 的定义域的维数.下一个命题表明这在复向量空间上总成立. 


我们对重数的 
定义显然和 T 
的几何性质有 
关.大部分教 
材利用由行列 
式所定义的多 
项式的根的重 
数来定义重数. 
这两种定义实 
际上是等价的. 
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8.18 命 题：设 V 是复向量空间，并且 r G C { V ), 那么： T 的所 
有本征值的重数之和等于 dimF . 

证明：设 V 是复向量空间，并且 T e C ( V ), 那么1/有基 
使得 r 关于此基有上三角矩阵（由 5.13). A 的重数等于 A 在 
这个矩阵的对角线上出现的次数 （由 8.10). 因为这个矩阵的对 
角线长度为 dim V , 所以 T 的所有本征值的重数之和一定等于 
dimV . _ 

设 F 是复向量空间，并且 r e C { V ). 令 Ai ，…，表示 
T 的所有互不相同的本征值.令尖表示 T 的本征值\的重数. 
多项式 

(之一 Ai 产 1 … （z —A m )‘ 

大部分教材利 称为 7" 的特征多项式 （characteristic polynomial ). 注意到, 
用行列式来定 T 的特征多项式的次数等于 dim 1/(* 8.18). 显然, T 的特征多 
义特征多项式 • 项式的根等于 T 的本征值.例如 ， 8.16 所定义的算子 r e r.(c 3 ) 
这里所采用的 的特征多项式等于 z 2 (z - 5). 

^ 对于复向量空间上算子的特征多项式还有另一种描述.设 

且由此得到了 y 是复向量空间，并且 ： T e C { V ). 考虑使得 r 具有上三角 
凯莱-哈密顿定 

理的一个简单 


8.19 M(T) = '• 

0 A n 

的 v 的任意一个基.由 8.10 立即可得 r 的特征多项式为 

(z — Ai ) - (z - A n ). 

来看另一个这样的例子，如果了 G £( C 3 ) 是一个矩阵为 8.17 的 
算子，那么 r 的特征多项式等于 （Z - 6 ) 2 (z - 7). 

下一章我们将定义实向量空间上算子的特征多项式，并且 
证明下一个结果对实向量空间也成立. 
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8.20 凯莱-哈密顿定理 ( Cayley-Hamilton Theorem ): 设 V 
是复向量空间 ， r e C ( V ), 并设 q 表示 t 的特征多项式，那么 
q ( T ) = 0. 

证明：设（％ … ，〜）是 V 的基，使得了关于此基有形如 
8.19 的上三角矩阵.要证明 q { T ) - 0,只需证明 q { T ) v : j 二0, j = 
1,…为此;只需证明 

8.21 (T — Ai J ) • ’ .（T — Xjl)vj — 0, j = 1, ••- ,? i . 

对 j 用归纳法来证明 8.21 .首先，设 j = 1.因为 M ( T , 
( vi ， … ， v n )) 由 8.19 给出，所以7^ = 即当 j = 1时 
8.21 成立. 

现在设 1 < j < n , 并且 

0 — {T — Xil ) v \ 

= {T - XJ^T - X 2 I ) v 2 

因为 ( T ，( vi , … ， r n )) 由 8.19 给出，所以 

(T — Xjl)vj G span ( Vi ，. •. Vj - i ). 

因此，由归纳法假设， ( T - Ai /)-.- ( T - Xj ^ I ) 作用在 ( T - Xj^vj 
上得0,即 8.21 成立. ■ 


§8.3 算子的分解 

前面我们看到，即使是复向量空间上的算子，其定义域也未 
必能分解成一些由算子的本征向量组成的不变子空间的直和.本 
节我们将会看到，每个复向量空间上的算子都有足够多的广义本 
征向量来给出一个分解. 

前面我们观察到,若: T e 则 mill T 在 T 下是不变的. 

现在我们要证明， r 的任何多项式的零空间在 r 下也都是不 
变的 • 


英国数学家 
凯莱 （Arthur 
Cayley) 于 1842 

年完成了他的 
学士学位，此 
前他已经发 
表了三篇数 
学论文.爱尔 
兰数学家哈 
密顿 （William 
Hamilton ) 于 
1827年成为教 
授，当时他只有 
22岁，还是一 
个本科生！ 
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8.22 命题: 如果 T G C { V ), 并且 p G P(F )， 那么 null p(T) 在 T 
下是不变的. 

证明： 设 2" G £(V), p e V { F ), 并设 i; G null j)(T )， 则 
p ( T)v — 0. 因此 

(p(T))(Tv) ^ T(jAJ)v ) 二 T(0) 0, 

从而以 G null p(T). 于是 null p(T) 在 T 下是不变的. ■ 


下面的主要结构定理说明，复向量空间上的每个算子都可 
以看成是由几部分组成的，其中每一部分都是一个幂零算子加 
上恒等算子的一个标量倍.事实上,我们已经完成了所有困难的 
工作,所以现在的证明就简单了. 

8.23 定理：假设 F 是复向量空间，并且 rG £( F ). SAi ，…， 

是： T 的不同本征值，并且化… ? U rn 分别是相应的广义本征向 
量的子空间，那么 

(a) V" = C/i ㊉…㊉ C/ m ; 

(b) 每个 Uj 在 T 下都是不 变的； 

(c) 每个 （r — 都是幂零的. 

证明： 注意到对每个 j 都有％ 二 null (r - AJ) dimV (由 
8.7) .由 8.22 (取 P (z) = ( z - Aj ) dimV ) 可得 （ b). 显然， 由定义可 
得 ( c ). 

要证明 （ a )， 回想一下，作为 r 的本征值的重数定义为 
dim Uj. 这些重数之和等于 dimV (参见 8.18); 因此 

8.24 dim V 二 dimC/i + ■.. + dim [/ m . 

令 [/ 二 R …+ C 7 m .显然 [/ 在 r 下是不变的.于是可以定义 
Se C { U ) % 


S = T \ V . 

注意到 s 与 t 具有相同的本征值，并且重数相同，这是因为 r 
的所有广义本征向量都在 S 的定义域 C 7 中.于是，对 S 应用 
8.18 可得 
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dim[/ 二 dim L r i + • • • + dim J7 m . 

再结合 8.2 4 可得 dimF = dimC 7. 因为[/是 F 的子空间，所以 
V ^ U . 也就是说 

y 二 R + ... + l/ m . 

再结合8.24,并利用 2.19 即可得 （ a ). ■ 

我们知道，复向量空间上的算子可能没有足够多的本征向 
量来组成定义域的基.下一个结果表明复向量空间上的算子有 
足够多的广义本征向量来组成定义域的基. 

8.25 推 论：设 F 是复向量空间，并且 r G C { V ), 那么 V 有一 
个由: T 的广义本征向量组成的基. 

证 明：给 8.23 中的 每个％ 取一个基.将所有这些基放在一 
起就得到 F 的一个由 T 的广义本征向量组成的基. ■ 

给定 F 上的算子 T ， 我们想要找到 F 的一个基，使得 T 在 
此基下的矩阵尽可能简单，即这个矩阵包含很多 0. 首先来证明， 
如果 AT 是幂零的，那么可以取 F 的一个基，使得 AT 关于此基 
的矩阵有一半以上的元素都等于 0. 


8.26 引理 •• 设 AT 是 F 上的幂零算子，那么 V 有一个基使得 AT 
关于此基的矩阵形如 


这里对角线上和对角线下方的元素都是 0. 

证明： 首先取 mill AT 的一个基,将它扩充成 mill iV 2 的基, 
再扩充成 null iV 3 的基如此下去，最终得到 V 的一个基（因为 
当 m 足够大时有 mill N m = V )， 


如果 V 是复向 
量空间，那么这 
个引理的证明 
容易由本章的 
习题6、 5.13 和 
5.18 得到.但 
是这里的证明 
思想要比 5.13 
的证明思想简 
单，并且对实向 
量空间和复向 
量空间都适用. 
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现在我们来考虑 iV 在这个基下的矩阵.第一列，或许前几 I 
列，全部由0组成，因为相应的基向量包含于 mill AT . 下一组 
列来自 null TV 2 中的基向量.任意这样的向量被 iV 作用后都是 1 
null iV 中的 向量; 也就是说,所得到的向量是前面的基向量的线 | 

性组合.因此这些列中所有的非零元素一定都出现在对角线的 、I 
上方.再下一组列来自 mill 7V 3 的基向量.任意这样的向量被 iV 1 

作用都是 null iV 2 中的 向量； 也就是说，所得到的向量是前面的 、 
基向量的线性组合.于是，这又表明这些列中的非零元素一定都 j 

出现在对角线上方.如此继续下去即可完成证明. B 

注意，在下一个定理中， T 的矩阵比上三角形式的矩阵有更 
多的零. 

8.28 定理： 假设 F 是复向量空间，并且 Te /：^ 7 ). 设入 1 ，…， A m j 

AT 的所有互不相同的本征值，那么1/有一个基使得 r 关于 I 
此基有如下的分块对角矩阵 

A x 0 


0 

其中每个 A ) 都是如下形式的上三角矩阵 

Xj * 

8.29 Aj = 

- 0 Xj 

证明： 对3二1,一 ， m ， 设％ 表示由: T 的相应于的广义 
本征向量构成的子空间，则是幂零的（参见 8.23( c )). 
对每个 j ， 取％的一个基使得 （T - Xjl )^ 关于此基的矩阵形 
如 8.27. 于是，关于此基的矩阵形如 8.29. 将这些％的基 
放在一起就组成 V 的一个基（由 8.23( a ))， 而且 r 关于此基的 
矩阵就具有想要的形式. ■ 
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§8.4 平方根 

回想一下，算子 T e C { V ) 的平方根是一个算子 ， S e C ( V ), 
满足 S 2 = T. 作为上一节中主要结构定理 （8,23) 的应用，本节 
将证明复向量空间上的每个可逆算子都有平方根. 

每个复数都有平方根，但复向量空间上的算子并不都有平 
方根.本章习题4给出了 C 3 上的一个没有平方根的算子的例 
子.我们很快就会看到 5 这个特殊算子的不可逆性并不是偶然 
的.首先证明，恒等算子加上一个幂零算子总有平方根. 

8.30 引理： m C { V ) 是幂零的，则 I + N 有平方根. 

证明： 考虑函数的泰勒级数 

8.31 y /\ - f - x — 1 - j - cl\X - f - + • • • • 

我们无需找出所有系数的显式公式，也不用担心这个无限 
和是否收敛，因为我们只想从中受到启发，而不是要把它作为正 
式证明的一部分. 

因为 at 是幂零的，所以存在正整数 m 使得二0.在 
8.31 中，如果用替换: r ， 用 J 替换1，那么右端的无限和就成 
为一个有限和（因为对所有的 j > m 都有7^ = 0). 也就是说， 
可以猜测 J 有如下形式的平方根 


因为別=1/2, 
所以这个公式 
表明，当 x 损:小 
时，1 + :r/2 是 
\/1 + x 的一个 
很好的估计 • 


I + ciiN + + .. ， + a rn —iN Tn 

根据这个猜测，试取 a !, a 2 ,-.. , a m _! 使得上面算子的平方等于 
I + N. 现在 

(/ + aiiV + a 2 N 2 + a 3 N 3 + . •. + a^N 171 - 1 ) 2 J 

—I -f- 2>(iiN + {2,0,2 + + (2a3 + + • • • 

+ 1 + 包含 a lr .. , a m _ 2 的项) iV m - 、 

我们希望上式的右端等于 J + iV . 于是，取^使得2以=1 ( 从 
而 ai = 1/2). 再取 a 2 使得 2 勿 + al = 0 (从而 a 2 = - 1/ 8 )•然 
后再取 a 3 使得上式右端 iV 3 的系数等于0 (从而 a 3 = 1/16). 
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对 j •二4 ,… ，m - 1如此进行下去，每一步都解出一个 a 7 •使 
得上式右端 M 的系数等于 0. 事实上，我们并不关心 这些％ 
的显式公式，只需知道这些 ％ 的选取能够使得 J + iV 有平 
方根. ■ 

上一个引理对实向量空间和复向量空间都成立，但下--个 
结果却只对复向量空间成立. 


实向量空间上 8.3 2 定理： 设 K 是复向量空间•如果 Te £(V) 是可逆的，那 
的可逆算子未 么 : T 有平方根. 

必有平方根•例 

如， R 上乘以 证 明：设 re £00 是可逆的，并设\ ，…， A m 是 r 的所有 

- 1. 的算子没有 互不相同的本征值， u u …， u m 分别是相应的广义本征向量所 
平方根，因为任 构成的子空间.对每个 j 都存在一个幂零算子 M e 使 


何实数的平方 得 T |% - \ 3 1 + N ：j (参见 8.23( c )). 因为: T 是可逆的，所以每个 
都不等于- 1 . A , 都不等于0,于是对每个. 7 都有 



显然 Nj / Xj 是幂零的,于是 I + Nj / Xj 有平方根（由 8.30). 用复 
数\的一个平方根乘以 I + Nj /\ j 的一个平方根就得到 ri % 
的一个平方根七 

一个向量 v eV 可以唯一地写成如下形式 


其中每个％ e % (参见 8.23). 利用这个分解，定义算子 S e 
C { V ) 如下 

Sv — S\U\ + SjjiUtji. 

你应该验证,这个算子 s 就是 r 的平方根. ■ 

仿照本节的方法，你应该能够 证明： 如果 v 是复向量空 
间，并且 T e C ( V ) 是可逆的，那么对每个正整数 fc ， r 都有 fc 
次根. 
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§8.5 极小多项式 


我们即将看到，给定有限维向量空间上的一个算子，存在唯 
一作用在这个算子上等于0的次数最小的首一多项式.这个多 
项式称为该算子的极小多项式.极小多项式是本节关注的焦点. 
设 T G £(!/)，其中 dim V = n ， 那么 

( I , T , T 2 , …, T n 、 

在 £( F ) 中不可能是线性无关的，这是因为 C { V ) 的维数是 n 2 
(参见 3.20), 而这里有 n 2 + 1个算子.设 m 是使得 


首一 多项式 

(monic poly ¬ 
nomial ) 是指 
最高次数的项 
的系数为1的 
多项式.例如, 
2 + 3之 2 + z 8 是 

首一多项式. 


8.33 ( I ， T ， T 2 , … , T m ) 


线性相关的最小的正整数.线性相关性引理 （2.4) 表明在上述组 
中有一个算子是它前面的那些算子的线性组合.因为 m 被取成 
是使得 8.33 线性相关的最小正整数，所以是 
T —!) 的线性 组合. 于是有标量 a 0 , ai , a 2 ,... gF 使得 


OjqI + d\T + 了 2 + . • • + a m —iT* 771 1 + T 1771 = 0. 

标量 ao, a l7 a 2 , …， a m _i G F 的选取是唯一的，因为如果有两种 
不同的选取就与 m 的取法矛盾（将上述这种形式的两个不同的 
等式相减，将得到一个比 8.33 更短的线性无关组).多项式 


a 0 + aiz + a 2 z 2 H - h + z 171 


称为 7" 的极小多项式 (minimal polynomial ). 它是使得 p ( r )= 
0 的次数最小的首一多项式 p G V { F ). 

例如，恒等算子 J 的极小多项式是 z - 1. 你应该验证， F 2 
上具有矩阵的算子的极小多项式是 20-9z + z 2 . 

显然 V 上每个算子的极小多项式的次数都不超过 (dim V) 2 . 
凯莱■■哈密顿定理 (8.20) 告诉我们，如果 F 是复向量空间，那么 
K 上每个算子的极小多项式的次数最多为 dim[ 下一章我们 
将看到这一显著的改进对实向量空间也成立. 
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注意，由 4.1 立 
即可得，（^― A ) 
整除多项式 g 
当且仅当 A 是 
q 的根. 


称多项式 p G V{F) 整除 （ divide ) 多项式 g G P ( F ), 如果 
存在一个多项式 s G V(F) 使得 g = sp , 也就是说， p 整除 g 当 
且仅当 4.6 中的余项 r 可以取成 0. 例如，多项式 (l + 3z) 2 整除 
5+32^ + 57^ 2 +18^ 3 , 因为 5+32 之 +57 之 2 +1 心 3 二 (2^+5)(l+3z) 2 . 
显然，非零常数多项式整除任意多项式. 

下一 个结果完全刻画了作用在一个算子上等于0的多项 
式. 

8.34 定理： 设 T G C{V), q e V(F), 那么 q(T) - 0 当且仅当 r 
的极小多项式整除 g . 

证明： 设 p 是: T 的极小多项式. 

首先证明容易的一方面.设 p 整除^那么存在一个多项式 
se V(F) 使得 q = sp. 于是 

q(T) — s(T)p(T) — s{T)0 m 0. 

要证明另一个方面，设 q(T) = 0. 由带余除法 (4.5), 存在多 
项式 s,reV{F) 使得 



8.35 q = sp + r 

并且 degr < degp . 于是 

0- q(T) = s{T)p(T) + r{T) = r(T). 

因为 p 是 T 的极小多项式，并且 degr < degp, 所以由上式可得 
r — 0. 因此 8.35 成为 q = sp ， 即 p 整除 g . ■ 

现在利用一个算子的极小多项式来描述它的本征值. 

8.36 定理： 设 : r e ay ), 那么： r 的极小多项式的根恰好是 r 
的本征值. 
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证 明：设 

p(z) — a 0 + a\z + a 2 z 2 + . •十 a m _i 2 ： m_1 + z m 

是 T 的极小多项式. 

首先，设 A G F 是 p 的一个根，那么: T 的极小多项式可以 
写成如下形式 


P(4. (^- A)g(z), 

其中9是系数在 F 中的首一多项式（参见 4.1) .因为 p ( T ) - 0, 
所以对所有 K V 都有 

0^( T - Xiy K q ( T ) v ). 

又因为 g 的次数小于极小多项式 p 的次数，所以至少存在一个 
向量使得 q { T)v ^ 0. 于是由上面的等式可知, A 是 r 的 
本征值. 

要证明另一个方面，假设 A € F 是 r 的本征值.设 t 是 V 
中的一个使得 rr 二 At ； 的非零向量.用: r 反复作用等式两端可 
知，对每个非负整数 j 都有： Pt ; = A 、. 因此 

0二 p { T)v = ( a 0 + aiT + a 2 T 2 + …+ a m _ iT m - x + T m )v 
= (ao •+• diX + d2 ^ + .. • + a m — iA m i + X rn )v 
= p ( X)v 

因为 t # 0, 所以由上面的等式得 p ( A ) = 0. ■ 

假设已知某个算子 r G C ( V ) (关于某个基）的矩阵的具体 
形式. 为求 T 的极小多项式，对 m 二1，2,…，考虑 


(M(I),M(nM(T) 2 r - .MiTn 


直到这个组是线性相关的.然后求标量 ao , ai ， (22,… : dm-l ^ F 
使得 


a 0 M(I)+a 1 M{T)+a 2 M(T) 2 +^ • •+a m _i^(T) m - 1 +A4(T) m - 0. 

于是标量 ao , ai , a 2, - - - ， a m _ i ， 1 就是 r 的极小多项式的系数.所 
有这些都可以利用像 Gauss 消元法这种熟悉的方法来计算. 


你可以把它看 
作是关于 m 个 
变量 a G ， ai , •…， 
a m -i 的 ( dimV ) 2 
个方程组成的 
方程组. 
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例如，考虑 c 5 中具有如下矩阵的算子 r ， 

"0000-3" 

1 0 0 0 6 

8.37 0 1 0 0 0 

0 0 10 0 
0 0 0 1 0 

因为这个矩阵有大量的0,所以这里不需要 Gauss 消元法.只需 
算出 M(T) 的幂，并注意到只有到5次幂时它们才是线性相关 
的.通过计算可知, T 的极小多项式等于 

8.38 -6^ + 3 

现在,这个给定算子的本征值是什么呢？由 8.36 知 r 的本征值 
等于下面方程的解 

— Gz + 3二 0. 

可惜这个方程的解不能用有理数、有理数的任意次根以及通常 
的四则运算来计算（其证明远远超出了线性代数的范围).因此 
无法用我们所熟悉的形式给出 r 的任何本征值的精确表达，但 
是数值方法可以给出 r 的很好的近似本征值，比如 

— 1.67 0.51, 1.40， -0.12 + 1.59 z , -0.12- 1.59 i . 

我们在这里不讨论数值方法.注意到,就像实系数多项式的非实 
数根是成对出现的一样（参见 4.10), 非实数本征值与其复共轭 
也是成对出现的. 

设 v 是复向量空间，并且 r g c { v ). 由凯莱-哈密顿定理 
(8.20) 和 8.34 可知， T 的极小多项式整除 T 的特征多项式.这 
两个多项式都是首一的.因此，如果 T 的极小多项式的次数为 
dim V ，那么它一定等于 r 的特征多项式的次数.例如,若 C 5 上 
算子 T 的矩阵为8.37,则 r 的特征多项式和 T 的极小多项式 
都等于 8.38. 
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§8.6 约当形 

我们知道，如果 V 是复向量空间，那么对于每个 : T e C { v ), 
V 都有一个基使得 T 关于此基有较好形式的上三角矩阵（参见 
8.28). 本节将会得到更好的结论—— y 有一个基,使得 T 关于 
此基的矩阵除了对角线上以及紧位于对角线上方的直线上的元 
素之外，其余元素都为零. 

首先来描述幂零算子.例如，考虑幂零算子 iV e £( F -), 

释1，…，之 n ) = (0,么1，…， ^ n - l ). 

如果 t ， = (1，0,…，0)，那么显然(化胸，…，，，)是 F n 的 
基，并且 （ AP - 1 !；) 是1维子空间 null 7 V 的基. 

又如，考虑幂零算子 TV e C ( F % 

8.39 7V(z ； l ， 之 2 , z 3 , 2:4, 办)= (0, z 1 , z 2 ,0, Z 4). 


与上一段所讨论的幂零算子不同，对于这个幂零算子没有向量 
V G F 5 能使 [ v , Nv ， N 2 v , N 3 v , N 4 v ) 是 F 5 的基但是，如果 
vi = (1,0,0,0,0), v 2 = (0,0,0,1,0), 那么 { v u Nv 1 , N 2 vi , v 2i 
iV %) 是 F 5 的基，并且 { N 2 v u Nv 2 ) Ji 2 维子空间 null TV 的基. 

设 iV e C ( V ) 是幂零的.对每个非零向量 1 ； G F ， 令 m ( v ) 
表示使得 N^v ^ 0的最大非负整数.例如， 若 Ne £( F 5 ) 是 
由 8.39 定义的，那么 m ( l ，0,0,0,0) = 2. 

下面的引理表明，每个幂零算子 TV e C { V ) 都与 8.39 所定 
义的例子性质相似，这是因为存在有限个向量 W ， …，^ G F ， 
使得形如 Wv r 的非零向量组成 y 的一 个基; 这里 r 从1取到 
fc ， 而 j 从0取到 m { v r ). 


显然 m ( v ) 依 
赖于 N 和 V , 
但 N 的选取在 
上下文中是明 
显的. 


8.40 引理： 如果是幂零的，那么存在向量叭 ，… , v k G 
V 使得 

(a) (、 v u N Vl ，… ，，㈤ 扒，….，叫， TVvfc，...，7V m ( 叫 )v fc ) 是 
V 的基； 

(b) • • • ， N m ^v k ) A null iV 的基. 
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由 2.13 可得具 
有这种性质的 
子空间 W 的存 
在性 • 


证明：设 W 是幕零的，则 iV 不是单的,于是 dim range AT < 
dirnV ^ (参见 3.21). 通过对 V 的维数用归纳法,可以假设引理对 
所有维数更小的向量空间都成立.用 range iV 代替 V ，并且用 
A^| ranged 代替于是得到向量 Ui, • •• ,Uj G range TV, 使得 

( i ) ( u u Nu lr -. ， AT — i ) w . ^ Nuj ， … , N m ^ Uj ) 
是 range N 的基； 

( ii ) …， N m ( u j 、 u/) 是 null N H ranged 的基. 

因为每个 u 7 . g range AT, 所以可取％，…，巧 e V 使得对每个 
r 都有 Nv r 二 u r . 注意到，对每个 r 都有 m ( v r ) — m ( u r ) 4- 1. 
设 VT 是 null AT 的子空间，使得 



8.41 null N — (null N fI range JV) ㊉ W. 

取 W 的 -- 个基，记为 - - • ， v fc ). 因为 巧 + 1 ， … ,Vk G null iV, 
所以 m(v j+ i )= …二 m(v k ) = 0. 

因为已经构造了 ％,•••,%，所以现在需要证明 （ a ) 和 （ b ) 
成立.首先 证明⑷ 中所谓的基是线性无关的.为此，假设 


k rn(v r ) 

8.42 〜， s N s (v r \ 

r=l s=0 

其中每个 〜， s e F . 用 TV 作用上式两端可得 

k m(v r ) 

o ^ a r , s N sJrl {vr) 

r=l s=0 
3 rn(u r ) 

=^ a r,sN 8 、 U r ). 

r=l s 二 0 

由上式和⑴得 a r ， s = 0 ， 1 < r 彡 j, 0^5^ m(v r ) - 1. 因此， 
8.42 化简为下面的等式 


0- a lMvi ) N rn ^ v 1 + . • • + a jMVj ) N m ^ Vj 

+ aj.+i ， oVj+i H -+ dk,oVk. 


第一行右端的项都包含于 null N D range N , 第二行的项都包含 


于因此，由上式和 8.41 可得 

0 = «l,m(Vi)^ m ^ Vl ^l + * * * + a j,7n(v j )^ 17l ^ Vj ^ v j 

8.43 = ai ， m ( Vl ) AT ^ i )^ + …+ a jMVj ) N m ^ u 3 
以及 

8.44 0二 + …+ a k ^ v k . 

现在，由 8.43 和 （ ii ) 可得 ai ^ Vl ) 二…=〜， m ( Vj ) = 0■因 
为（巧+1，…， Vfc ) 是 W " 的基，所以由 8.44 可得 aj + i，o =…= 
a M = a 从而，所有的 a 都等于0, 于是⑷ 中的向量组是线性 
无关的. 

显然，由 （ ii ) 可得 dim(null N fi ranged ) — j . 再结合 8.41 
得 

8.45 dim null N = k . 

显然，由 （ i ) 可得 


8.46 


j 

dim range N = y^(m(it r ) + 1) 



( a ) 中向量组的长度为 

k j 

> : ( 爪 (” Tp + 1) — + 〉: TTl{v r ) 

r—\ r—\ 

=dim null N + dim range N 
=dim V, 

其中第二个等式由 8.45 和 8.46 得到，第三个等式由 3.4 得到. 
上式说明 （ a ) 中向量组的长度为 dimF; 因为这个组是线性无关 
的，所以它是的基（参见2.17)，这就完成了 （ a) 的证明. 

最后，注意到 

(7V m ( v i) Vl ，… ， N m ⑽ v k ) 

= (#♦〜，...，， ㈤ 杓，， 丄，…，外) . 

现在， （ ii ) 和 8.41 表明上面的组是 null TV 的基，这就证明了 （ b ). 
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设 r G C{V). V 的基称为 r 的约当基 (Jordan basis), 如 
果 T 关于这个基具有分块对角矩阵 

' A x 0 

. ， 

0 A m _ 

其中每个都是形如 

" A , 1 0 ' 

A . 7 = •• •_ • 

'• 1 

一 0 A, . 

的上三角矩阵.每个的对角线上都是 T 的一些本征值 A ,.， 
要理解为什么 而紧位于对角线上方的直线上的元素都是1，并且所有其他元素 
每个 \ 都一定 都为0 可以只是某个本征值的1 x 1块). 

是 r 的本征值， 因为实向量空间上的算子未必有本征值，所以也未必有相 

参见 5.18. 应的约当基.于是,虽然前面的引理对实向量空间和复向量空间 

都成立，但是下一个结果需要假设 F 是复向量空间. 

法国数学家 8.47 定 理：设 F 是复向量空间.如果 r e C{V), 那么 V 有一 
约当 (Camille 个基是 T 7 的约当基. 

Jordan ) 在 1870 

年首先发表了 证明：首先考虑幂零算子乙00和& 4 0所给出的向量 

这个定理的证 v i ，… , v k eV . 注意到，对于每个 j , AT 都将组 ( N — v Avj ， …， 
明. Nvj , Vj ) 中的第一个向量映成0,并且 7 V 将这个组中除第一个 

向量之外的其余向量映成了它的前一个向量.也就是说,如果我 
们把 8.40( a ) 所给出的基顺序反过来的话，那么就得到 F 的一 
个基使得 7 V 具有分块对角矩阵，其中对角线上的每个矩阵都形 
如 



因此定理对幂零算子成立. 
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现在假设 T e £( V )， 并设 Ai ，…， A m 是 r 的所有不同本 
征值， U u …， U m 分别是相应的广义本征向量所构成的子空间. 
于是 


V = CA ㊉.•.㊉ 

其中每个 ( T - Xjl )]^ 都是幂零的（参见 8.23). 由上一段可知， 
每个％ 都有一个基是 ( T - A ,/)!^. 的约当基.将这些基放到一 
起就得到了 1/的一个基，并且是 T 的约当基. B 
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习 题 

1. 定义 T €£( C 2 ) 为 

T { w , z ) =(之，0). 

求 T 的所有广义本征向量. 

2. 定义 Te £( C 2 ) 为 

T { w : z ) = {- z , w ). 

求 T 的所有广义本征向量. 

3. 设 r e C { V \ m 是一个正整数，并且€ y 使得 T — ^ ^ 
0 , 但是 T m v - 0 . 证明 

( v ， Tv ， T 2 v , … , T ni - l v ) 

是线性无关的. 

4. 设 r e £( C 3 ) 的定义为 T(z u z 2 ,z 3 ) = (幻，幻， 0). 证明 
T 没有平方根.更确切地说，证明不存在 S € £( C 3 ) 使得 
S 2 = T . 

5. 设 s，r G C ( V ). 证明：如果 ST 是幂零的，那么 rs 是幂零 
的. 

6 •设 AT € C { V ) 是幂零的.（不用 8.26) 证明0是 iV 的唯一本 
征值. 

7•设 F 是内积空间. 证明： 如果 TV e C { V ) 是自伴的并且是 
幕零的，那么 N — 0. 

8. 设 TV € C ( V ) 使得 null iV—n # mill N dimV . 证明 ： TV 
是幂零的，并且对每个使得0 < X dimF 的整数）都有 

dim null 二 j . 

9. 设 r e C ( V ), 并且 m 是一个非负整数使得 

range T m = range T m+1 . 

证明对每个 k > m 都有 range T fc = range T m . 


习 题 189 


io. 证明或举 反例： 如果 r e C(V), 那么 


V — null 了 © range T. 

11. 证明： 如果 Te 那么 

V - null r 1 ㊉ 賊 ger n ， 


其中 n = dim V. 

12 . 设 y 是复向量空间 ， at € ay ), 并且 o 是 iv 的唯一本征 
值.证明 AT 是幂零的.举例说明这个结果对实向量空间未 
必成 立. 

13. 设 V 是复向量空间, dimy = n ， 并且 T G C(V) 使得 

null T n ~ 2 ^ null T 71 " 1 . 

证明 r 最多有两个不同的本征值. 

14. 举例说明 C 4 上存在特征多项式等于 卜 - 7) 2 (z-8) 2 的算 
子. 

15. 设 F 是复向量空间，: T e OV ) 使得 5 和 6 是 r 仅有的本 
征值.证明 

{T -bI) n - l {T -&I) n ~ l =0 ， 

其中 n = dimF. 

16 . 设 F 是复向量空间， T e C(V). 证明 y 有一个由 T 的本征 
向量组成的基当且仅当 r 的每个广义本征向量都是 r 的 
本征向量. 

17 . 设 y 是内积空间，并且 iv e C{V) 是幂零的.证明存在 v 
的一个规范正交基使得 iV 关于此基有上三角矩阵. 

18. 定义 iVG £(F 5 ) 为 

N(xi, x 2 ,x 3 , x 4 , x 5 ) = (2x2, 3 x 3 , -x 4 , 4x 5 ,0). 


对于复向量空 
间，这个习题给 
5.21 的等价条 
件列表又添加 
了 一个等价条 
件. 


求 J + 7 V 的一个平方根. 
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对于复向量空 
间，这个习题给 
5.21 的等价条 
件列表又添加 
了 一个等价条 
件. 


这个习题表明， 
每个首一多项 
式都是某个算 
子的特征多项 
式. 


19. 证明： 如果1/是复向量空间，那么 F 上的每个可逆算子都 
有三次方根. 

2 0. 设 : T e C { V ) 是可逆的.证明存在一个多项式 p G 7 J ( F ) 使 

21. 举例说明 C 3 上存在极小多项式 等于/ 的算子. 

22. 举例说明 C 4 上存在极小多项式等于 z ( z - l ) 2 的算子. 

23. 设 v 是复向量空间，并且 r e C { V ). 证明： v 有一个由 r 
的本征向量组成的基当且仅当 r 的极小多项式没有重根. 

24•设 v 是内积空间. 证明： 若 Te C ( V ) 是正规的，则 r 的 
极小多项式没有重根. 

25. 设 : r G C { V ), 并且 ' I ； G V •设 P 为使得 

p(T)v = 0. 

的次数最小的首一多项式.证明 p 整除 T 的极小多项式. 

26. 举例说明 C 4 上存在特征多项式和极小多项式都等于 
z { z - l) 2 (z - 3) 的算子. 

27. 举例说明 C 4 上存在特征多项式等于 - l ) 2 ( z ~3 ) 而极 
小多项式等于办 — l)(z — 3) 的算子. 

28. 设邮，…， a n _! e C •求 C - 上(关于标准基的）矩阵为 


0 



—do 

-ai 


—d2 


0 —a n _2 

1 —a n -i 


的算子的极小多项式和特征多项式. 


29. 设 iV e C ( V ) 是幂零的.证明 iV 的极小多项式为， +1 ，其 
中 m 是 iV 关于任意约当基的矩阵中紧位于对角线上方的 
直线上1连续出现的最大个数. 

30. 设 F 是复向量空间，并且 r e C { V ). 证明： y 不能分解成 
T 的两个不变真子空间的直和当且仅当 T 的极小多项式形 
如(^- A) dimV , AgC . 

3 1 . 设 r g av ), ( n , … ， 〜）是 v 的基并且是 t 的约当基.试 
描述 t 关于将这些 X ；的顺序反过来所得到的基 

的矩阵. 
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在这一章，我们将深入研究实向量空间上算子的结构.这里 
的结果比上一章关于复向量空间的类似结果要复杂一些. 


F 表示 JR 或 C . 

1/是 F 上的有限维非零的向量空间. 


本章有些新结果在复向量空间上也成立，因而我们并未仅 
仅假设 V 是实向量空间. 


«jU 

0 ^ 0 ^ 

* * * * 
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§9.1 方阵的本征值 

我们已经定义了算子的本征值，现在需要把这个概念扩展 
到方阵.设 A 是一个 nxn 矩阵，它的元素都含于 F . —个数 
A G F 称为 A 的本征值 (eigenvalue), 如果有非零的 n x 1 矩 
阵 x 使得 


Ax — Asc . 

例如，3是 [ If ] 的本征值，这是因为 


' 7 8 " 


2 


6 

= 3 

2 

1 5 


-1 

■ 編 


-3 


-1 


又如，你应该验证，矩阵 G V ]在 F 是 R 时，没有本征值（由 
定义，本征值必须含于 F )， 而在 F 是 C 时，有本征值 i 和- 
我们现在有两个本征值的概念——一个是算子的，另一个 
是方阵的.你或许会认为这两个概念有密切联系，这也正是我们 
现在要证明的. 

9.1 命题： 设 r € C(V), A 是 T 关于 V 的某个基的矩阵，则 T 
和 A 的本征值相同 . 

证 明：设 （^，…，％)是 y 的基使得 r 关于此基有矩阵 a ， 
并设 A e F . 只需证明 A 是 r 的本征值当且仅当 A 是 A 的本 
征值. 

首先假设 A 是 T 的本征值，并设非零向量 v e V 使得 
= Ar . 把 v 写成 

9.2 v = aiVi + • •. + a n v n , 

其中 ai , • • • , a n E F . 设 a ? 是向量 v 关于基 ( vi , - - - , v n ) 的矩 
阵.回想一下，在第3章中这指的是 


9.3 



因此， 
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Ax = M { T ) M ( v ) = M ( Tv ) - M { Xv ) - XM { v ) =■ Ax , 

其中第二个等式是由 3.14 得到的.上式表明， A 是 A 的本征值. 

为了证明另一个方向的蕴含关系，现在假设 A 是 A 的本征 
值， 并设® 是非零的 n x 1 矩阵,使得 Ax 二 At . 把 z 写成 9.3 
的形式，其中标量 a ! ，…， a n G F . 定义 r G V 如 9.2, 则 

M { Tv ) - M { T ) M { v ) - A * = Ax - M ( Xv ), 

其中第一个等式成立是由于 3.14. 由上式得 Tt ; = 故 A 是 
T 的本征值. ■ 

因为每个方阵都是某个算子的矩阵，所以利用上面这个命 
题可以把算子本征值的结果翻译成方阵本征值的语言.例如，每 
个复方阵都有本征值（由 5.10). 又如，每个 n x n 矩阵最多有 n 
个互不相同的本征值（由 5 . 9 ). 


§9.2 分块上三角矩阵 

前面我们证明了，复向量空间上每个算子关于某个基都有 
上三角矩阵（参见5.13)，在这一节我们会看到在实向量空间上 
也几乎如此. 

在前面两章中，我们用到了分块对角矩阵，它是对角矩阵的 
推广.现在我们需要上三角矩阵的相应推广. 分块上三角矩阵 
(block upper triangular matrix ) 是如下形式的方阵 我们照例用星 

号 * 表示对所 

4l * 1 考虑的问题不 

太起作用的矩 

••• ， 阵元素 • 

0 Am _ 

其中…， A m 都是方阵，它们位于对角线上， 而禹 ，…， A m 
下方的元素全等于0,并且 * 表示任意元素.例如，矩阵 
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4 

10 

11 

12 

13 

0 

一 3 

-3 

14 

25 

0 

-3 

一 3 

16 

17 

0 

0 

0 

5 

5 

0 

0 

0 

5 

5 


是分块上三角矩阵: 


A\ * 

A = A 2 

0 A 3 


其中 


A\ — 


- - 

1 

"-3 - 3 " 

，乂 3 二 

■ 5 5 _ 

4 

, a 2 = 

- " 


一 3 -3 


5 5 


每个上三角矩 
阵都是分块上 
三角矩阵，其中 
对角线上都是 
1 x 1 的块.另一 
个极端的情形 
是，每个方阵都 
是分块上三角 
矩阵，这是因为 
我们可以取第 
一个(也是唯一 
的)块是整个矩 
阵.块越小越 
好，因为块越小 
矩阵中的0就 
越多. 


我们现在证明，对于实向量空间上的每个算子，都有基使得 
该算子关于此基具有分块上三角矩阵，并且对角线上块的大小 
不超过 2 x 2. 

9.4 定理 .•设 y 是实向量空间，并设 r € £( vo , 则 f 有基使得 
T 关于此基有分块上三角矩阵 


其中 每个沟 都是1 x 1矩阵或没有本征值的 2 x 2 矩阵. 

证明：若 dim V = 1, 则结果显然成立. 

下面考虑 dimV-2 的情形.若 T 有本征值 A ， 则取 G F 
为任意非零本征向量.把扩充成 V 的基 T 关于 
此基有如下形式的上三角矩阵 


A a 
0 b 


特别地，若: T 有本征值，则 V 有基使得 T 关于此基有上三角矩 
阵.若: T 没有本征值，则任取 F 的一个基 ( v u v 2 ). 关于此基 ， T 
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的矩阵没有本征值（由 9.1). 于是，在 dimV = 2时，无论: T 是 
否有本征值，结论总成立. 

现在假设 dimF >2 ? 并设结果对于维数更小的实向量空间 
都成立.如果 T 有本征值，则取 [/是 F 的在: T 下不变的1维 
子 空间； 否则取 f / 是 V 的在 T 下不变的2维子空间 （5.24 确 
保了总可以这样取).任取[/的一个基，并设是关于此 
基的矩阵.若 Ai 是2 x 2矩阵，则 T 没有本征值（否则 C 7 就取 
成1维的了)，故 IV 没有本征值.因此， 若山是 2 x 2矩阵，则 
A 1 没有本征值（参见 9.1). 

设 W 是 F 的任意子空间，使得 

F 二 C7 ㊉ 


回想一下，若 
V 二 其 

中 ii； G VF ，u G 

u ，贝 1 J Pw , u v = 

W. 

Tw = Pjj } w{Tw) + Pw,u(Tw) 

9.6 

= Pu,w(Tw) + Sw. 

由归纳法假设， W 有基使得 S 关于此基有如下形式的分块 
上三角矩阵 

A2 * 

0 A m 

其中每个沟都是1 x 1矩阵或没有本征值的2 x 2矩阵.把 
W 的这个基添加到上面取定的 C ； 的基，可得 F 的基.稍加思 
索即知（用9.6 )， r 关于此基的矩阵是形如 9.5 的分块上三角矩 
阵. ■ 



2.13 确保了这样的 W —定存在.因为 W 的维数比 F 小，所 
以我们想对用归纳法假设.然而， w 未必在 r 下不变，即 
T\ w 未必是 W 上的算子.将: T 与投影 P w ^u 复合即可得 W 上 
的算子.具体地 ，定 XSe C ( W ) 如下 

Sw = Pw } u{Tw), w E W. 

注意到对每个 weW 都有 
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§9.3 特征多项式 

对于复向量空间上的算子，我们定义过特征多项式，并利用 
上三角矩阵阐述了它的性质.本节要对实向量空间上的算子做 
同样的事情，只不过必须使用上一个定理提供的分块上三角矩 
阵而不是使用上三角矩阵. 

在上一章，我们并未对复方阵定义特征多项式，这是因为我 
们强调的是算子而非矩阵.然而，为了理解实向量空间上的算 
子，我们需要定义1 x 1和2 x 2实矩阵的特征多项式.再利用 

对角线上块大小不超过2 x 2的分块上三角矩阵，我们就可以定 
义实向量空间上算子的特征多项式. 

为了给方阵的特征多项式的定义提供动机，我们希望下面 
的陈述是真的（回想凯莱-哈密顿 定理； 参见 8.20)： 如果 r e 
关于 F 的某个基有矩阵 A ， 并且 g 是 A 的特征多项式，则 
q ( T ) = 0. 

先考虑1 x 1矩阵这种平凡情形.设 V 是1维实向量空间， 
并且 : T e £( V ) .若 [ A ] 等于 T 关于7的某个基的矩阵，则 T 等 

于 AL 于是，如果令 g 是 1 次多项式 g ( x ) = x - A ， 则 q ( T ) = 0. 
因此，可以定义 [ A ] 的特征多项式为 x - A . 

现在考虑2 x 2实矩阵.设 F 是2维实向量空间， T e C { V ), 

并且 



是 T 关于 V 的某个基 { v l , v 2 ) 的矩阵.我们来求一个2次的 
首一多项式9使得 q ( T ) 二0.若6二0,则上述矩阵是上三角的. 
假如我们处理的是复向量空间，那么我们知道 T 有特征多项式 
(z - a)(z - d ). 于是 ，（: r - a)(x _ d ) 是一个合理的候选，其中用 
: r 代替％是为了强调现在考虑的是实向量空间.来看看当6^0 
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时，多项式 （x - a)(x - d ) 作用到 r 是否得 0. 我们有 

( T - aI)(T~ dl)vi = ( T - dI)[T — al)v 1 
=(T — dl)(bv 2 ) = bcv\ 


以及 


( T - aI)[T — dl)v 2 二 [T — aiycvx) - bcv 2 


因此，只要 6 c # 0,则 (T-aI)(T-dI) 一定不等于 0. 然而，上式 
表明， （ r - wcr - di )-= 0( 因为这个算子在基上等于0,故 
在 F 上必为 0). 于是，若 g ( x ) = (rr 一 ci)(x — d ) - & c ， 贝！ J q{T) = 0. 

受前一段的启发，我们把2 x 2矩阵的特征多项式 
(characteristic polynomial) 定义为（: r — a)(x ~ d) — be. 此处 


我们只讨论实矩阵.下一个结果表明，我们已经找到了 2 x 2矩 
阵的特征多项式的唯一合理定义. 


9.7 命题： 设 V 是2维实向量空间 ，： T G C{V) 没有本征值， 
p € P ( R ) 是2次首一多项式， A 是 T 关于 F 的某个基的矩阵. 

( a ) 若 p 等于 A 的特征多项式，则 P ( T ) = 0. 

㈤ 若 p 不等于 A 的特征多项式，则 p{T) 可逆. 

证明： 在上面的讨论中，我们已经证明了 （ a ). 为证 （ b )， 设 
q 表示4的特征多项式，并设 p } 令 p ( x ) = x 2 十 a # + 
/? i , q{x) = x 2 + a 2 x + (3 2 , 其中 ai ,/? i , « 2 , /?2 G R . 现在 

p(T)= v(T)~ q(T) = (a! - a 2 )T + (f3 1 - ⑹ I. 

若 a : = a 2 , 则 A # /?2 (否则 ， p = <?)， 于是 p{T) 是恒等映射的 
4 隹零标量倍，因此是可逆的.若％ / a 2 , 则由 T 没有本征值知 


如果去掉 T 没 
有本征值的假 
设，这个命题中 
的 （ b ) 就不成 
立.例如，对于 
由 T(xi,x 2 ) = 
{0.x 2 ) 定义的 
T E £( R 2 )， 取 
p(x) = x(x —2), 
则 p 不是 T 关 
于标准基的矩 
阵的特征多项 
式，但 p ( r ) 不 
可逆- 




是可逆算子.于是, （ b ) 成立. 


■ 
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设 V 是2维实向量空间，并设 T € C ( V ) 没有本征值.上 
一个命题证明了，恰有一个2次首一多项式，把它作用到 T 得 
0. 于是，虽然 r 关于不同的基可能有不同的矩阵，但这些矩阵 
都有相同的特征多项式.例如，考虑如下定义的 r G £( R 2 ) 

9.8 T(xi,x 2 ) — (3xi + 5x 2 , -2xi - x 2 ). 

T 关于 R 2 的标准基的矩阵是 


3 5 

- 2-1 • 

这个矩阵的特征多项式是 Or — 3) 卜+ 1) + 2 x 5,即 x 2 -2 x + 7. 
你应该验证， r 关于基 （(- 2 ,1)，(1， 2 ))的矩阵等于 


1 



这个矩阵的特征多项式是 ( x -1) (X - 1) +1 x 6,也等于 x 2 - 2 x + 7, 
这与使用标准基所得到的结果相同. 

在分析复向量空间 F 上的算子 r 的上三角矩阵时，我们发 
现如下形式的子空间 


null(T - A/) dimV 


发挥了关键作用（参见 8.10). 这些子空间在研究实向量空间上 
的算子时也会发挥作用，但是由于我们必须考虑带2 x 2块的分 
块上三角矩阵，从而如下形式的子空间 

null(T 2 -h aT-h/3I) dimV 

也将发挥关键作用.先来考虑1维和2维实向量空间. 

首先设 y 是 1 维实向量空间，并设 c{vy 若 a e r ， 
则 null£(T - AjQ 在; V 是: T 的本征值时等于 V ，否则等于 {()}• 
如果 a ，/3 e R 使得 a 2 < 4/3,那么 


§9.3 特征多项式 201 


null ( T 2 + aT + /3/) = {0}. 

(证明：因为 V 是1维的，故有常数 AgR 使得对所有 r e y 都 
W Tv - Av. 于是， ( r 2 + ar + /J/>=(A 2 +aA + /3)v ， 而由不等 

式 a 2 < 4/ M 导 A 2 + aA + /?笋 0, 故 null£(T 2 + aT + flI ) - {0}.) 

现在设 V 是 2 维实向量空间，并设 : T G C ( V ) 没有本征值. 
若 A G R ， 则 null£(T - XI ) 等于 {0} (因为 T 没有本征值).若 
a ， /3 € R 使得 a 2 < 4/3,则当 x 2 + ax +(3 是 T 关于 F 的某个(或 
等价地，每个）基的矩阵的特征多项式时， null £( T 2 + a T + 0 I ) 
等于 V ，否则等于 {0} (由 9.7). 注意，对于这个算子，只有两种 
极端的情况—— T 2 + aT + f 3 I 的零空间要么是{0}，要么是整 
个 空间； 它不可能是1维的. 

现在设 F 是任意维数的实向量空间，并设 T e C ( V ). 我们 
知道 V 有基使得 T 关于此基有分块上三角矩阵，其中对角线上 
块的大小都不超过2 x 2 (参见 9.4). 一般地，这个矩阵不唯一 
—— F 有很多不同的基使得 r 有这样的分块上三角矩阵，并且 
关于这些不同的基我们可以得到不同的分块上三角矩阵. 

我们在处理复向量空间和上三角矩阵时遇到过类似的情况. 
那时虽然关于不同的基得到了不同的上三角矩阵，但这些矩阵 
对角线上的元素却总是相同的（尽管次序可能不同).类似的性 
质对于实向量空间和分块上三角矩阵是否也成立呢？具体地 ，一 
个给定的2 x 2矩阵在 T 的分块上三角矩阵的对角线上出现 
的次数是否与基的选取无关呢？很遗憾，这个问题的答案是否定 
的.例如，我们以前看到过，由 9.8 定义的算子 T G £( R 2 ) 就有 
两个不同的 2 x 2 矩阵. 

虽然一个给定的 2 x 2 矩阵在 T 的分块上三角矩阵的对角 
线上出现的次数可能与所取的基有关，但是，如果考虑的是特征 
多项式而不是实际的矩阵，我们就会发现一个给定的特征多项 
式出现的次数与基的选取无关.这就是下面定理的内容，它将成 
为分析实向量空间上算子结构的关键工具. 


回想一下， a 2 < 

4,0意味着 x 2 + 
ax + 3 没有实 
根； 参见 4.11. 




202 第 9 章实向量空间上的算子 


9.9 定理： 设1/是实向量空间 ， re £( F )， 并设 r 关于的某 
个基的矩阵是 




这个结果表 
明 null£(T 2 + 
aT + pi) dimV 
的维数一定是 
偶数. 


其中每个為 • 都是1 x 1矩阵或没有本征值的 2x2 矩阵. 

⑷若 A € R ，则 A! ，… , A m 中恰好有 dim null £(T - 
AJ )dimV 个矩阵等于 i x ： l 矩阵 [A]. 

(b) 若 a ， /3eR 满足 a 2 <4/3, 则在 A lr ^, A m 中恰好有 

dim null(T 2 + aT + ( 3I) dimV 
- 

个矩阵的特征多项式等于 x 2 + ax + 0 . 


这个证明与复 
向量空间类似 
结果 （8.10) 的 
证明所用的思 
想相同.实的情 
形通常更复杂 
一点，但无需创 
新. 


证明： 我们将构造一个对 （a) 和 （b) 都适用的证明.为此, 

设 A ， ％ /? i R 使得 a 2 < 4/3. 定义 p € P ( R ) 如下 

'X-A 若要证明 ⑷； 

p ( x ) = < 

x 2 + ax + /? 若要证明 （b). 

V 

设 d 表示 P 的次数.若要证明 （a)， 则 d = l ; 若要证明 （b)， 则 
d — 2 . 

对矩阵 9.10 对角线上的块数 m 用归纳法.若 m = 1，则 
dimK = 1或 dim!/ 二2;定理前面的讨论说明这时要证的结果 
成立.于是,假设 m > 1，并设要证的结果对 m - 1成立. 

为了方便，设 n = dimy. 考虑 y 的一个基使得 r 关于此基 
有分块上三角矩阵 9.10 .令％表示相应于 Aj 的那些基向量张 
成的子 空间.若為是 1 x 1矩阵，则 dim% = 1;若馬是2 x 2 
矩阵，则 dimf/, =2. 令 [/二 ％ + ••• + ‘_]_.显然, C7 在 r 下是 
不变的，并且 7V 关于那个明显的基（由相应于 
的基向量组成）的矩阵是 




9.11 


0 


A 


* 



于是，由归纳法假设, 
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丄，… • ，中特征多项式等于 P 的矩阵 

9.12 

恰好有 （ lAOdimmillp(T|c/ 广个 • 

实际上，在 9.12 中由归纳法假设所得的指数是 dunU 而不是 n ， 
但是,可以用 n 代替 dim[/ ( 由 8.6 )， 从而可得上面的陈述. 

设 〜 e I ，并设算子 S G C ( Um ) (关于 C / w 的相应基）的 
矩阵为 A m . 特别地， Su m ^ PujTUm . 现在 

^ — Pu ， U. m Tu m + PUm,UT u m 

=*c/ + SUm, 

其中# 表示 c / 中的一个向量.注意到 Su m e u m ； 故把 r 作 
用到上式的两端可得 


T ， ^u m — + 

其中 *(/ 仍表示 t / 中的一个向量，但可能是和前一个 *(/ 不同的 
向量（记号 * C 7 用以强调这是 (7 中的一个向量，但我们并不关心 
它是哪一个特殊向量 —— 每次使用记号/时，它都可以表示 
U 中的不同向量).上面这两个等式证明了，对某个 巧 e [/ 有 

9.13 p ( T ) u m = -\- p ( S ) u m . 

注意到 p ( S ) u m e Um ^ 于是，反复使用上式进行迭代可知，对某 
个 e C 7 有 

914 p ( T ) n u m = *u +p(5) n tx m . 

现在我们分两种情况来证明.首先考虑的特征多项式 
不等于 P 的情况.我们将证明此时有 

9.15 null p { T) n C U . 

一旦如此，即知 


null p ( T) n — null p ( T | c /) n , 

故由 9.12 可知，在 Al， …， Am 中恰好有 （ l / d ) dimnullp ( T 广个 
矩阵的特征多项式为 p ， 这就完成了 的特征多项式不等于 P 

这种情形的证明. 
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为证 9.15 (仍设 A m 的特征多项式不等于 p )， 设 G null 
p(T) n , 并将 r 写成 V = U + Um, 其中 ueU : Um G /7 m •由 9.14 
可知，对某个 * t / G C / 有 

0 = p{T) n v - p{T) n u + p(r) n tx m ， P (T) n u + *(/ + p(S) n u m . 

因为向量 p { r ) n u 和 句都在[/中 ，而 p ( S ) n u m e u m: 所以 
piSYUm - 0. 然而 ， p ( S ) 可逆（参见此定理前面关于 1 维和 
2维子空间的讨论，并注意到 dim [7 m < 2)，故 ‘ u m 二 0. 于是 
v — uEU , 这就证明了 9.15. 

现在考虑的特征多项式等于 p 的情形.注意到此时有 
dim [/ ?n = d . 根据 9.12, 只需证明 

9.16 dim nullp(T) n = dim nullp(T|c/) n + d . 

利用两个子空间之和的维数公式 (2.18) 可得 

dim null p(T) n = dim ( C 7 D null p ( T ) n ) 

+ dim(C7 + mill p(T) n ) — dim U 

= dim null p ( T \ u) n 
+ dim(U + null p ( T ) n ) — (n — d ). 

若 [/ + nullp(r 广二 V ， 则 dim(/7 + nullp(T) 71 ) - n , 将其与上面 
关于 dimnullpCT 广的公式联合起来即可得到 9.16. 于是，只需 
证明 U ^ nullp { T) n = V . 

为证？7 + rm \ lp ( T) n : - F ， 设 ix m G t / m . 因为 5 的矩阵（即 
A m ) 有特征多项式所以 p(S) = 0. 于是, KT ) u m G [/ (* 
9.13). 现在 

p(T) n Um = p(T) n ~ 1 (p(T)u rn ) e range p(T|c/) n_1 
二 range p(T|f/) n , 

其中最后一个等式是根据 8.9 得到的.因此，可取 u G [/ 使得 
piT^Um =p(T\u) n u. 现在 

p(T) n (u m — tx ) 二 piTTUrn - p(T) n U 
= p ( T ) n u m - p ( T \ u) n u 


二 0 . 


§9.3 特征多项式 205 


于是， u m - u e null p(T) n ，故 ttm 等于 u + (Wm - u )， 包含 
于 [/ + nullp(T)^. 也就是说， U m cU + im\\p{T) n . 因此 ， F = 
U+U rn dU + nullp(T) n , 故 C 7 + nullp(T) n ^ V . ■ 

我们在上一章曾看到，复向量空间上算子的本征值为分析 
算子结构提供了主要工具.在实向量空间上，一个算子本征值 
(计算重数）的个数可能少于向量空间维数.前一个定理提示我 
们可以定义一个概念来弥补这个不足.我们将看到下一段所给 
出的定义有助于使得实向量空间上的算子理论与复向量空间上 
的算子理论更相似. 

设 f 是实向量空间，并设 r e ay). 如果 a 2 < 4 久 并且 

T 2 + aT + (31 

不是单的，则称有序实数对 为 T 的本征对 ( eigenpair ). 
前一个定理证明了， r 只能有有限多个本征对，这是因为每个本 
征对都对应 9.10 对角线上一个2 x 2矩阵的特征多项式，而在 
对角线上只有有限个这样的矩阵.按照9.9,我们把 r 的本征对 
( a ，/3) 的重数 （ multiplicity ) 定义为 


dim null(T 2 + aT + 間 dirnV 
2 • 

由 9.9 可知， （ a ，/3) 的重数等于 9.10 的对角线上以 x 2 + ax + ^ 
为特征多项式的2 x 2矩阵的个数. 

例如，考虑算子： T € £( R 3 )， 它（关于标准基）的矩阵等于 

' 3 -1 -2 " 

3 2-3 

12 0 

你应该验证, （ -4, 13) 是 T 的 1 重本 征对； 注意到 T 12 - 4T+13 / 
不是单的,这是因为 （ -1 ， 0 ， 1) 和 （ 1 ， 1 ， 0) 都在它的零空间中.即 
使不做计算，你也应该能验证， r 没有其他本征对（用 9.9) .你 
还应该验证,1是 r 的1重本征值，有本征向量(1，0，1)，并且 r 
没有其他本征值. 


尽管选用了本 
征对这 个词以 
便和本 征值这 
个词保持一致, 
但这个术语并 
不流行. 
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在上面的例子中， t 的本征值重数之和加上 r 的本征对重 
数的2倍等于3,这是 r 的定义域的维数.下一个命题指出，这 
在实向量空间上总成立. 


这个命题表明, 
虽然实向量空 
间上的算子可 
以没有本征值 
或没有本征对， 
但不能同时没 
有这两个有用 
的对象.它还表 
明， 实向量空间 
V 上的算子最 
多有 ( dimF )/2 
个互不相同的 
本征对. 


9.17 命 题：若 F 是实向量空间，并且 r € £00, 则: T 的所有本 
征值重数之和加上: T 的所有本征对重数的2倍之和等于 dimK 

证明：设 f 是实向量空间，并设 r G £( F )， 则 V 有基使 
得 T 关于此基的矩阵如 9.10. 本征值 A 的重数等于 1 x 1 矩阵 
[A] 在这个矩阵对角线上出现的次数（根据 9.9). 本征对 ( a ,(3) 
的重数等于这个矩阵对角线上以 x 2 + ax - t 0 为特征多项式的 
2 x 2 矩阵的个数(根据 9.9). 因为这个矩阵的对角线的长度等 
于 ciimF , 所以: T 的所有本征值的重数之和再加上 T 的所有本 
征对的重数的2倍之和一定等于 dimF . ■ 

设 V 是实向量空间，并设 T 6 C { V ). T 关于 V 的某个基 
有如下形式的分块上三角矩阵 



其中每个都是1 x 1矩阵或没有本征值的2 x 2矩阵（参 
见 9.4). 定义 r 的特征多项式 （characteristic polynomial ) 

为，…， A m 的特征多项式之积.明确地说,对于每个 j , 定义 
qj € V { R ) 如下 


( x - X 若4等于[入 ]; 

9.19 qj(x) = < 

[(x - a)(x — d ) - 6 c 若為等于:: ， 

注意到和在复 则 T 的特征多项式是 
向量空间上一 

徉， T 的特征多 <71 ㈤ • 1 m ⑷. 

项式的根等于 

T 的本征值. 显然， T 的特征多项式的次数为 dimV. 进一步, 9. 9 确保 T 

的特征多项式只与 T 有关,而与特殊基的选取无关.现在我们能 
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证明上一章许诺过的一个结果，上一章我们对复向量空间上的 
算子证明过类似的定理 (8.20). 

9.20 凯莱 - 哈密顿定理 (Cayley-Hamilton Theorem ): 设 

V 是实向量空间 ，： T G C { V ), q 表示 T 的特征多项式，则 q ( T ) 
- = 0 . 


这个证明与复 
向量空间上类 
似结果 (8.20) 
的证明所用的 
思想相同. 

9.21 qi(T) ， -qj{T)\ v . - 0, j = 1， • • •， m . 

对 j 用归纳法来证明 9.21. 先设 j •二 1. 因为 > t ( r ) 是 
9.18 给出的矩阵，所以 qi { T )\ lh 二0 ( 若 dimC/x - 1,则 显然； 若 
dimC/x = 2,则根据 9.7( a ))， 从而，当 j = 1时， 9.21 成立 • 

现在假设 1 < j < m ， 并设 

0 = qi ( T ) q 2 ( T )\ U2 


证明： 取 F 的一个基使得了关于此基有形如 9.18 的分块上 
三角矩阵，其中每个' 都是1 x 1矩阵或没有本征值的2 x 2矩 
阵 .设％ 是相应于馬的基向量张成的 1 维或 2 维子空间.定义 
^/ 如 9.19. 为证 q ( T ) = 0, 只需证明 q ( T )\ u j — 0, j = 1,…， m. 
为此，只需证明 


0 = qi { T ) - • 

若 re % ，则根据 9.18 可得 

qj [ T、v — u - qj ( S ) v ^ 

其中 w G C/i + • •. + C /,-1, 并且 S e C { Uj ) 有特征多项式％.因 
为 qj ( S ) = 0 ( 若 dimUj = 1,则显然；若 dimUj = 2,则根据 
9.7( a ))， 所以上式表明，当 r € C /, 时，必有 

qj ( T)v E C/i + • • • + J 7 j _ i . 

于是，对于 r e C /,， 由归纳法假设，把 9 l ( T )...^_!( r ) 作用到 
七(7> 得0.即 9.21 成立. ■ 
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m 或 M 都有可 
能是 0. 


这个证明与复 
向量空间上类 
似结果 （8.20) 
的证明所用的 
思想相同. 


设 y 是实向量空间，并设 r g c{v). 显然，凯莱-哈密顿定 
理 （9.20) 表明，和复向量空间上的情形一样, r 的极小多项式的 
次数不超过 diniF . 如果 T 的极小多项式的次数等于 diml /， 则 
仍和复向量空间上的情形一样， T 的极小多项式一定等于 r 的 
特征多项式，这可以由凯莱■■哈密顿定理 （9.20) 和 8.34 得到. 

最后，我们可以证明实向量空间上的算子的一个主要结构 
定理.应该把下面这个定理同复向量空间上的类似结果 8.23 对 
比一下. 

9.22 定理： 设 F 是实向量空间， re £(y )， 入1，...是 r 的 
所有互不相同的本征值 ， Uh …， u m 分别是相应的广义本征向 
量的集合， ( a l 5 /?!),...，( a M ,/3 M ) 是 r 的所有互不相同的本征 
对，％ 二 null ( T 2 + + /3 J /) dimV , M 

(a) V 二 R ㊉…㊉ C/ m ㊉ Vi ㊉…㊉ Vm; 

( b ) 每个 Uj 和 每个％ 在 T 下都是不 变的； 

( c ) 每个和每个 （ r 2 + a/T + /^) k 都 是幂零 
的. 

证明： 根据 8.22 即可得 ㈤ .根据定义显然可得⑷. 

为证 （ a )， 回想一下 ， dim Uj 等于 r 的本征值的重数，并 
且 dim %等于 r 的本征对的重数的2倍.于是，由 9.17 
可得 

9.23 dim V = dim C/i + …+ dim ?7 m 

+ dim Vi + … + dim Vm . 

设 u 二 U \ ' -\r U m V \ + • • • + Vm - 注意到 y 在 r 下是不 
变的.于是，可以定义 S € C ( U ) 如下 

S = T \ u . 

因为 r 的所有广义本征向量都在 s 的定义域 [/中 ，所以 s 和 
t 有同样的本征值以及同样的重数.类似地， s 和 r 也有同样 
的本征对以及同样的重数.于是，把 9.17 作用于 S 可得 

dim f / 二 dim U \ H - + dim U m + dim Vi H - h dim 

再结合 9.23 可得 dimF = dimC /. 因为 [/是 F 的子空间，所以 



§9.3 特征多项式 209 


V ^ U , 也就是说， 

V = u 1 + -- + U m + V l + - 
利用 9.23 并结合 2.19 即可知 （ a ) 成立. 


+ Vm- 

■ 
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显然，习题4的 
结论要比习题 
3强.尽管如 
此，你可能还是 
想先做习题3, 
因为它比习题 
4简单. 


习 题 

1. 证明每行元素之和都等于1的方阵必有一个本征值等于 1. 

2. 考虑 2 x 2 实矩阵 


A = . 

b d 

证咏 A (在 R 中）有本征值当且仅当 

(a — d) 2 + 46 c ^ 0. 

3.设 A 是分块对角矩阵 


Ai 0 


'• ， 

0 A m _ 

其中每个 A , 都是方阵.证明4的本征值之集等于 Ai ,..- , 
A m 的本征值之集的并. 

4. 设4是分块上三角矩阵 

A\ * 

A = , 

0 A m _ 

其中每个都是方阵.证明 A 的本征值之集等于 A l5 -.. , 
A m 的本征值之集的并. 

5. 设 V 是实向量空间 ， T e £( V ), 并且 e R 使得 T 2 + 
aT + pI = 0. 证明 T 有本征值当且仅当 a 2 > 4/?. 

6. 设 F 是实内积空间，并设 T e C ( V ). 证明 F 有规范正交 
基使得 T 关于此基有分块上三角矩阵 

A\ * 

0 A m _ 

其中 每个' 都是1 x 1矩阵或没有本征值的2 x 2矩阵. 


习 题 211 


7. 证明： 如果 ： T e C { V ), 并且 j 是正整数使得 j •彡 dim W 则 
T 有卜 1 维或 j 维的不变子空间. 

8. 证明： 对于任何 r e £( R 7 ), 算子 r 2 + r +/ 都不是幂零的. 

9. 给出一个算子 r € £( c 7 ) 使得 t 2 + t + i 是幂零的. 

10.设 y 是实向量空间 ， T G C { V ), 并且 a ,/3 GR 使得 a 2 < 4/?. 
证明对于每个正整数 A ;， 

im \\( T 2 + aT + (3 I) k 

的维数都是偶数. 

11，设 K 是实向量空间， re £( y ) ，并设 a ，/3 eR ， 使得 a 2 <4/3 
并且 r 2 + aT + 是幂零的.证明 dim V 是偶数，并且 

( T 2 + aT + 間―〜 2 二 0. 

12. 证明： 若 r G £( R 3 ), 并且5和7都是 r 的本征值，则 r 没 
有本征对. 

13•设 y 是 n 维实向量空间，并且 T G C ( V ) 使得 

null T n ~ 2 + null T n ~\ 

证明 r 最多有两个互不相同的本征值，而且 r 没有本征对. 

14. 设 y 是2维向量空间，并设 r e ay). 证呖 如果 

a c 
b d 

是 r 关于 F 的某个基的矩阵，则 T 的特征多项式等于 
(z — cl) i^z — d 、 一 be. 

15. 设 y 是实内积空间，并设 S e C { V ) 是等距同构.证叽若 
( a ,/3) 是 S 的本征对，则 0=1. 


做这个习题无 
需求出： T 的本 
征值.和平时一 
样，除非特别指 
明，这里的 V 
是实向量空间 
或复向量空间. 





第 10 章迹与行列式 


本书的重点始终是线性映射和算子，而不是矩阵.本章将定 
义并讨论迹和行列式，因此对矩阵的关注要多一些.行列式只出 
现在本书的结尾，这是因为我们用更自然的处理方法取代了行 
列式在线性代数中通常的应用（定义特征多项式以及证明复向 
量空间上的算子都有本征值).本书在最后说明了 列式在体积 
和积分理论中所起到的重要作用. 


F 表示 R 或 C . 

y 是 f 上的有限维非零向量空间. 


#{% wgm 

伞 * 伞 * 
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§10.1 基变换 

算子 r e C { V ) 的矩阵依赖于 y 的基的选取 . F 的两个不 
同的基可能给出 T 的不同的矩阵.本节我们将讨论这些矩阵之 
间的联系.这个信息有助于我们在本章的后面找到 r 的迹和行 
列式的公式. 

恒等算子 J 6 C ( V ) 关于！/的任意基都有对角矩阵 

_ 1 0 

0 1 

这个矩阵称为单位矩阵 (identity matrix ), 记为 J . 注意，我们 
用符号/表示（所有向量空间上的）恒等算子和（所有可能大小 
的）单位矩阵.你应该能从上下文中确定 I 指的是什么.例如， 
考虑等式 

左端的 J 代表恒等算子,右端的 J 代表单位矩阵. 

如果 A 是一个与 J 大小相同的方阵（像通常一样，其中 
的元素属于 F )， 那么你应该验证 AI = IA = A . 方阵 A 称 
有些数学家使 为可逆的 ( invertible ), 如果存在一个同样大小的方阵 B 使得 
用术语 非奇异 AB = BA = I . 此时,称 J 3 是 A 的逆 ( inverse ). 要证明 A 最 

的 （ nonsingu - 多有一个逆，设 B 和政 都是 A 的逆，那么 

lar ) 和奇异的 

( singular )， 意 B — BI = B ( AB f ) = ( BA ) B / = IB 1 — 

思分别与可逆 

和不可逆相同 因此 B 因为逆是唯一的，所以（如果 A 是可逆的）可以 

" * 用记号 A - 1 来表示 A 的逆.也就是说，如果 A 是可逆的，那么 

A - 1 是唯-个与 A 大小相同且使得 AA - 1 = A^A = 了的 

矩阵. 

回想一下，在第3章讨论从一个向量空间到另一个向量空 
间的线性映射时，我们定义了一个线性映射关于两个基——其 
中一个是第一个向量空间的基，另一个是第二个向量空间的基 
的矩阵.算子是一个向量空间到自身的线性映射,我们在讨论算 
子时几乎总是对两个向量空间使用同一个基（毕竟所讨论的两 
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个向量空间是相同的).因此，通常我们在提及一个算子关于某 
个基的矩阵时，指的就是在这两个相同的向量空间中使用同一 
个基.下一个命题是一种少见的情况，即使对于向量空间到其自 
身的同一个算子,我们也要用到两个不同的基. 

回想一下矩阵乘法和线性映射的乘法之间的联系.假设除 
了 T / 之外我们还有另外两个有限维线性空间，比如 y 和设 
(Ui ，… ， Up ) 是 [/ 的基， ( v 1: - - - . v n ) 是 K 的基， Oi , …, w m ) Mi 
w 的基.如果 t e c{u,v), se C(v,w), 那么 sr e c{u,w), 
并且 


M(ST,(u lr - , Up ), Oi ，…， Wm)) 
10.1 = M{S,(vi r - , v n ) ， (wi r - , W ra )) 

xM(T, (ui, ••- ，％ ) ，（％ ， … ， v n )). 


上式成立是根据矩阵乘法的定义——参见 3.11 及其后面的内 
容. 

下面的命题讨论的是恒等算子关于两个不同的基的矩阵.注 
意，把叫写成这些 t ; 的线性组合，所用的标量就构成 X (/,( n l5 
… , U n ), (^1, ---的第/ C 列.作为下一个命题的例子，考虑 
F 2 的基 （(4, 2)， (5,3)) 和 ((1,0), (0,1)). 显然 


人((/，（(4,2)，（5,3))，（(1,0)，（0，1)))二 



你应该验证，上面矩阵的逆是[ 3 4 2 - 5 / 2 ].于是由下面的命题可 
得 」 


« M ( J ，((1,0)，(0，1))，((4,2)，(5,3)))_ 


3/2 

-1 



10.2 命题： 如果（叫，… ， it n ) 和… 1 ，… , v n ) 都是 F 的基，那 
么 M ( I , ( iti , ••-，從 nMw ， … ，〜 )） 是可逆的，并且 

M ( I , ( u ir ■- , u n ),{ v lr - ，〜))- 1 

= M(I, ( 叭 ， … ， V n ), (tXl, … ， tin)). 


证 明：在 10.1 中用 V 代替 [/和 用义代替并且 
用 J 代替 S 和 T , 得到 
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I = M(I, (Vi,-** ，〜 ) ，（乜 1 ，…，乜 n)) 

xM{I, (txi,*** ， w n ) ， (t ； i ， … ,v n )). 

再互换诸 M 和诸的角色，得到 

/ = (/， ( tti ，’ ’ ’， u n ) ， ( t?i ，’ ’ . ， v n )) 

X M(I ， {vi ， ... ，〜 ) ，（〜， … ， u n )). 

由这两个等式即得所要的结果. B 

现在我们可以看到在改变基时了的矩阵是怎样变化的. 

10.3 定理：假设 r €： C { V ), ( lii , ••- ， TX n ) 和 kl ， … ,^ n ) 都是 
T / 的基，并设 A 二>!(/，(％，…，〜)，（％•••，〜)），那么 

10.4 7W(T ， （叫， … ， u n )) = A- X M(T, (% ， … ， v n ))A. 

证明.•在 10.1 中用V 代替 (7 和 W， 用％代替，，用 J 
代替 r， 用 r 代替乂得到 

10.5 At(T, (iai, •• - ， w n ))(v l7 .. ， ,v n )) = M{T, (vi,-* ,v n ))A. 

再利用 10.1, 此时用 V 代替 [/和 W ， 用巧代替并且 
用/代替&得到 

M{T, (lii,-** ,^n)) = A^MiT, (xxi, ••- ,〜),(％，••• ,v n )). 

这里用到了 10.2 .将 10.5 带入上面的等式即得 10.4. ■ 

§10.2 迹 

在前两章我们已经研究了特征多项式，本章将进一步研究 
特征多项式.如果1/是一个 n 维复向量空间，并且 r e £00, 
那么 T 的特征多项式等于 

(2 ； — Ai) … （ 2 ； — A n ), 

其中\，…， A n 是 T 的所有本征值,按照重数重复.将上面的多 
项式展开，我们可以将 r 的特征多项式写成如下形式 

10.6 z n — (Ai + •.. + X n )z n 1 + •.. + (― l) n (Ai . • • A n ). 
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如果 F 是 n 维实向量空间，并且 r e c ( v ), 那么 r 的特 
征多项式等于 

(x — Ai) • • (x — A m )(x 2 + a\x -h /3i) (x 2 + olm^ + Pm), 

其中 ,A m 是 r 的所有本征值， （的， 仇)，…是 
T 的所有本征对，每个都按照重数重复.将上面的多项式展开， 
我们可以将 r 的特征多项式写成如下形式 

10.7 X n — (Ai + • . . + 入 m 一 • -- OLM^)^ 1 1 + . . • 

+(_l) m (A 1 … A m /3i … Pm)- 

本节将讨论特征多项式中(在讨论实向量空间时，通 
常记为 X - 1 )的系数.下一节将讨论特征多项式中的常数项. 

对于 r e C { V ), T 的特征多项式中(或者对于实向量 
空间， x 71 - 1 ) 的系数的相反数称为 T 的迹 ( trace ), 记为 traceT . 
如果 V 是复向量空间，那么 10.6 表明 T 的迹等于 T 的本征值 
之和，计重数.如果 F 是实向量空间，那么 10.7 表明 T 的迹等 
于 T 的本征值之和减去 T 的本征对的第一个坐标之和，每个都 
按照重数重复.例如，设算子 r e £( C 3 ) 的矩阵为 

" 3 -1 -2 " 

10.8 3 2 — 3 . 

12 0 

于是，你可以验证, r 的本征值是1，2 + 3 i ， 2 - 3 i ， 重数都为 1. 
计算本征值之和，得到 traceT = 1 + (2 + 3 i ) + (2 - 3 i ); 也就是 
说 ， tracer = 5. 

又如，设 r e £( R 3 ) 也是一个矩阵为 10.8 的算子（注意，上 
一段讨论的是复向量 空间; 现在讨论的是实向量空间).那么，在 
上一章中（参见205页）你应该已经验证了： 1是 r 的唯一本 
征值（重数为1)，并且（-4，13)是 r 的唯一本征对（重数为 1). 
计算本征值之和减去本征对的第一个坐标之和，得到 tracer - 
1 — (—4)，即 trace T = 5. 


这里 m 和 M 
都可能等于 0. 

回想一下，实数 
对 （ a ，/5) 是 ： T 
的本征对，如果 
a 2 < 4/3 ,并且 
T 2 + aT +/? ，不 
是单的. 


注意 ， trace T 

只依赖于 T ， 而 
不依赖于 V 的 
基，这是因为 T 
的特征多项式 
不依赖于基的 
选取. 
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你应该认真复 
习 9.9, 只有这 
样才能理解本 
征对与2 x 2块 
的特征多项式 
的关系. 


在找到利用算子的矩阵来计算迹的公式（对复向量空间和 
实向量空间都适用）以后,前面两个例子中的算子的迹相同的原 
因就清楚了. 

本节的其余部分主要讨论如何利用 T (关于任意一个基）的 
矩阵来计算 T 的迹.首先考虑最简单的情形.设 V 是复向量空 
间 ， r G £00,取 F 的一个基使得 T 关于此基有上三角矩阵 A . 
于是 T 的本征值恰好是 A 的对角线元素，按照重数重复（参见 
8.10). 于是 traceT 等于 4 的对角线元素之和.同样的公式也适 
用于矩阵为 10.8 并且迹等于5的那个算子 T e £( F 3 ). 如此简 
单的公式普遍成立吗？ 

首先研究 r e c ( v ), 其中 y 是实向量空间.取 v 的一个 
基使得 T 关于此基有分块上三角矩阵 M ( T ), 其中对角线上的 
每个块都是由 r 的本征值组成的 1 x 1 块或者是没有本征值的 
2 x2 块（参见 9.4 和 9.9), M ( T ) 的对角线上的每个 1x1 块的 
元素都是 r 的本征值，因此对 tracer 的值是有贡献的.如果 
M ( T ) 的对角线上有 2 x 2 块 7 那么考虑其中一个典型的块 


L6 叫 

这个 2x2 矩阵的特征多项式是 （x - a)(x - 岣 - be, 即 
X 2 — (a + d)x + (ad — be). 

因此 (-a-d ， ad-bc)^T 的本征对.这个本征对第一个坐标的 
相反数 a + d 就是这个块对 traceT 的值的贡献.注意 , a + d 是 
这个块中对角线元素之和.于是，对于 V 的一个基，如果 T 关于 
此基具有 9 .4 或 9.9 所要求的分块上三角矩阵，那么 traceT 等 
于对角线元素之和. 

现在你可能会猜到， traceT 等于 T 关于任意基的矩阵的 
对角线元素之和.可以证明确实如此.为此，定义方阵 A 的迹 
( trace ) 为其对角线元素之和，记为 trace A . 釆用这样的记号 7 我 
们将证明 trace T = trace X ( T , ( v lr - , v n )), 其中 （％，•.. , v n ) 
是 F 的任意一个基.我们已经知道，如果 T 关于（〜，••• ， Vn ) 
具有上三角矩阵（若 V 是复的）或者具有适当的分块上三角矩 


§10.2 


阵（若 V 是实的)，那么这个结论成立.为了对任意基证明这个 
迹公式，我们需要下面的命题. 

10.9 命题：如果 A 和 B 是大小相同的方阵 7 那么 

trace(Ai?) = trace(SA). 


证 明：设 



«i,i • 

.^l,n 


&i，i •• 

bl.n 

A = 

_ a n,l • 

• a n>n • 

， B = 

• )n，l ‘ 

• b n , n _ 


AB 的对角线上的第 j 项等于 

n 

&二 1 

因此 

n n 

trace(AS) a o^ bk J 

j=l k=l 
n n 

k=l j=l 

= J 2 BA 对角线上的第^个元素 

k—l 

= trace ( BA ). 


现在可以证明，算子关于一个基的矩阵的对角线元素之和 
并不依赖于这个基的选取. 

10.10 推论： 设 T G C { V ). 如果（％，…， tx n ) 和… 7 ') 都 
是 F 的基，那么 
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traced(T, (tti, … ,u n )) = traced(T, (Vi ， … ， v n )).' 



220 第 10 章迹与行列式 


这里的第三个 
等式依赖于矩 
阵乘法的结合 
性质. 


证明：假设 Cui , …，〜）和 Oi , …， r n ) 都是 F 的基，并设 

A 二 《 A/f (/ ， ( 乜 1 ，… , u n ), (vi, - - - , v n )), 

那么 

traced(T, (^i, - - - ,u n )) = trace(A _1 (A1(2" ; (vi, - - - ,v n ))A)) 

= trace (( M ( T , v n )) A)A _1 ) 

=traced ( T , ( v lr - , v n )), 

其中第一个等式由 10.3 得到，第二个等式由 10.9 得到.第三个 
等式完成了证明. ■ 

下面的定理指出，算子的迹等于该算子的矩阵的对角线元 
素之和.这个定理没有指明所用到的基，这是因为根据上面的推 
论，对于每个基来说，算子的矩阵的对角线元素之和都相同. 

10.11 定理: 苦 T e £( V ), 则 tracer 二 traceM ( T ). 

证明： 令 r € C { V ). 上面已经注意到， traceM ( T ) 与 F 的 
基的选取无关（由 10.10). 因此，要证明对每个基都有 

trace T — trace A ^( T ), 

只需证明上式对 F 的某个基成立.取 F 的一个基使得关于此 
基 M(T) 是上三角矩阵（如果 F 是复向量空间）或者是适当的 
分块上三角矩阵（如果 V 是实向量空间)，我们已经证明了（在 
218页）关于这个基上式成立. ■ 

如果知道了复向量空间上一个算子的矩阵，利用上面的定 
理，不求算子的任何本征值就可以求出所有本征值的和.例如, 
考虑 C 5 上的一个算子，它的矩阵如下 

"0 0 0 0 — 

1 0 0 0 6 

0 1 0 0 0 . 

0 0 10 0 

_0 0 0 1 0 _ 

没人知道这个算子的任何本征值的精确公式，但是我们却知道 
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它的本征值之和等于0,这是因为上面矩阵的对角线元素之和等 
于 0. 

通过转换成矩阵的迹的语言，利用上面的定理容易证明算 
子的迹的一些有用性质,其中有些性质是已经证明过的，或者是 
显然的.在下一个推论的证明中，我们就是这么做的. 

10.12 推 论：若 S / TeC ( V ), 

trace (5 T ) = trace ( T 5), 

trace ( S , + T ) — trace S + trace T . 

证明：设忒 r e C ( V ). 任取 v 的一个基，则 

tra - ce ( ST ) — trace « M ( ST ) 

= trace ( M { S ) M ( T )) 

=trace ( A ^( T ) M (* S )) 

二 trace M ( TS ) 

=trace ( TS ), 

其中第一个等式和最后一个等式由 10.11 得到，中间的等式由 
10.9 得到.这就完成了第一个结论的证明. 

要证明第二个结论,注意到 


trace (5 - f - T ) — trace M(S + T ) 


=trace (> t (5) + M ( T )) 

=trace M ( S ) + trace M { T ) 

=trace S + trace T , 

其中第一个等式和最后一个等式也是由 10.11 得 到的； 根据矩 
阵的迹的定义，第三个等式是显然的.这就完成了第二个结论的 
证明. ■ 

利用前面这些方法可以得到下面的奇妙推论.这个结果在 
无限维向量空间上的推广可以导出量子理论的一些重要结论. 
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这个推论的叙 
述并未涉及迹, 
但其简短的证 
明却用到了迹. 
在数学中一旦 
有类似的事情 
发生，我们可以 
确信背后一定 
隐藏着一个很 
好的定义. 


注意， detr 只 
依赖于 r 而不 
依赖于 v 的基， 

因为： T 的特征 
多项式不依赖 
于基的选取. 


10.13 推论： 不存在算子 S , TeC { V ) 使得 ST - TS - I . 

证明： 设 S ， Te £( V )， 那么 

trace (ST - TS ) — trace ( ST ) — trace ( TS ) 

二0， 

其中第二个等式由 10.12 得到，显然 J 的迹等于 dimV : 不等于 
0. 因为 ST - 以和/有不同的迹，所以它们不相等. ■ 

§10.3 算子的行列式 

对于了 € C { V ), 定义 r 的行列式 ( determinant ) 为了的 

特征多项式的常数项乘以(-记为 detr . 定义中使用因 
子 (- l ) dimVA 的动机来自 10.6. 

如果 V 是复向量空间，那么由 10.6 立即可得， detr 等于 r 
的本征值的乘积，计重数.回想一下，如果 F 是复向量空间，那 

么 V 有基使得 T 关于此基具有上三角矩阵（参见 5.13); 因此 
detT 等于这个矩阵的对角线元素之积（参见 8.10). 

如果 V 是实向量空间，那么 detT 等于 T 的本征值之积 
再乘以 r 的本征对的第二个坐标之积，每个都按照重数重复 

——这里使用了 10.7 并观察到 m = dimy - 2 M (使用 10.7 
的记号)，于是（- l) m = (― l) dimV 

例如，设算子 T G £( C 3 ) 的矩阵为 10.8. 在上一节我们知 
it , T 的本征值为 l ，2 + 3 i ，2-3 i , 并且重数都为 1. 计算本征值 

的乘积得 detT 7 - (1)(2 + 3 i )(2 — 3 i )， 即 detT = 13. 

又如，设算子 T e £( R 3 ) 的矩阵为 10.8 (注意，上一段讨论 
的是复向量 空间； 现在讨论的是实向量空间)，我们早就注意到 

了，1是 T 的唯一本征值（重数为1)，并且（-4, 13) 是 r 的唯一 

本征对（重数为 1). 计算本征值之积与本征对的第二个坐标之 
积的乘积得 detT - (1)(13)，即 detT = 13. 
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当找到利用算子的矩阵来计算其行列式的公式（对复向量 
空间和实向量空间都适用）以后，前面两个例子中的算子的行列 

式相同的原因就清楚了. 

本节将证明行列式的一些简单而重要的性质.下一节将会 
发现利用 r (关于任意基）的矩阵计算 detr 的方法.首先来 
证明一个至关重要的结果，我们的处理方法使得它的证明非常 
简单. 

10.14 命题： 一个算子是可逆的当且仅当它的行列式不等于零. 

证明： 首先，设 f 是复向量空间，并且 r e c { v ). 算子 r 
是可逆的当且仅当 o 不是 t 的本征值.显然，这个条件成立当 
且仅当 r 的本征值的乘积不等于 o . 因此, r 是可逆的当且仅当 
det T ^ 0. 

现在假设 v 是实向量空间，并且 : r e av ). 此时仍有 ，： r 
是可逆的当且仅当 0 不是 T 的本征值.釆用 10.7 的记号有 

10. 15 det T = Ai ... A m /?i - - - /3 m : 

其中这些 A 是 T 的所有本征值, 这些 P 是 T 的所有本征对的 
第二个坐标，每个都按照重数重复.对于每个本征对（％，外）都 
有4 < 叫. 特别地，每个外都是正的.从而（参见10.15)， 

# 0当且仅当 detT + 0. 于是 T 是可逆的当且仅当 
det T 7 ^ 0 . ■ 


如果 r e C { V ), 并且 A，z G F , 那么 A 是 T 的本征值当且 
仅当 z - A 是 d T 的本征值，这是因为 

-( T - XI ) = (zl — T ) — (z — 入 )1. 

等式两端同时取 dimF 次幂,然后再取零空间可知， A 作为 T 的 
本征值的重数等于 z - A 作为 zI - T 的本征值的重数.下一个 
引理给出了关于本征对的一个类似的结果.我们将利用这个引 
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理来证明特征多项式可以表示成某个行列式. 

实向量空间比 
复向量空间更 
难处理.你第 
一次读这一章 
时，可以只考虑 
复向量空间，把 
精力集中于基 
本思想，而忽略 
处理实向量空 
间所需要的特 
殊方法. 

因此 (-2 x - a , a ; 2 + ax + P ) 满足所需要的不等式. 

现在，你应该验证 

T 2 + aT + /?/ - {xl - T) 2 - {2x + a)(xJ - T) + ( 工 2 + ax + (3)1 ， 

于是， （ o ：, 是 T 的本征对当且仅当 (~2 x - a , a : 2 + ao ; + /3)是 
xI-T 的本征对.进一步，等式两端取 dimF 次幂，然后再取零 
空间即知重数相等. ■ 

大部分教材都把下面的定理作为特征多项式的定义.釆用 
这种处理方法的教材必需在接触有趣的线性代数之前用大量的 
时间来发展行列式理论. 

10.17 定理： 设贝 r 的特征多项式等于 det ( zI - T ). 

证明：首先，设 F 是复向量空间.令久:，…， An 表示 r 
的本征值，按照重数重复.于是对 z ec , Zl - T 的本征值为 
A 1? . A n , 按照重数重复. zI - T 的行列式是这些本征 
值的乘积.也就是说， 

det(zl — T ) = (z — Ai) … （z - A n ). 

根据定义，上面等式的右端是 r 的特征多项式，这就完成了 y 


10.16 引 理：设 V 是实向量空间，: T G £(V )，e R, 并且 
a 2 < 4/3,那么 ( a ,/3) 是 T 的本征对当且仅当（― 2 :r — a , x 2 + a:c + 
3) 是 x / - T 的本征对.进一步，这两个本征对的重数相同. 

证明：首先，需要验证 (~2 x - a , x 2 + ax + 0 ) 满足本征对 
所要求的不等式.我们有 

(—2a: — a) 2 = Ax 2 + 4ax + a 2 
< Ax 2 + 4：ax + 4/3 
== A(x 2 + arc + /?)• 
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是复向量空间的情形的证明. 

现在假设 V 是实向量空间.令 V ，…， A m 表示 r 的所有本 
征值，(叫，/^)，… ，( aM ，/? M ) 表示 T 的所有本征对，每个都按照 
重数重复.于是对 xeR ， xJ-T 的本征值为 x-Aj ，… ,x-A m , 
并且由 10.16 知: rJ - T 1 的本征对为 

(― 2.T - ai,x 2 -f- a ： L：r 十 /?i), … ， (~2x - olm,x 2 -h qmt + Pm), 

每个都按照重数重复.因此 


det(xl — T) 

—(x — Ai) - — (x — A m )(x 2 + a\x + /3\) - - - (x 2 + olm^ + Pm)- 

根据定义，上面等式的右端是 r 特征多项式，这就完成了 v 是 
实向量空间情形的证明. ■ 
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本节主要讨论如何利用: T (关于任意基）的矩阵来计算 det 
首先讨论最简单的情形.设 V 是复向量空间，: T € C{V), 并取 
V 的基使得: T 关于此基有上三角矩阵.在上一节我们注意到， 
detT 等于这个矩阵的对角线元素之积.这样简单的公式普遍成 
立吗？ 

可惜行列式比迹要复杂得多.特别地， detT 未必等于 r 关 
于任何基的矩阵 M(T) 的对角线元素之积.例如，上一节我们看 
到， F 3 上具有矩阵 10.8 的算子的行列式等于13,但是那个矩阵 
的对角线元素之积却等于 0. 

对于每个方阵氧我们都要定义 A 的行列式，记为 detA, 
使得无论用哪个基来计算 M(T) 都有 detT - det«M(r). 为了 
寻找矩阵行列式的正确定义，先来计算某些特殊算子的行列式. 

设 Cl ，…， c n € F 都是非零标量，并且 （ tn ， …，〜）是 V 的 
基-考虑算子 r e C(V) 使得 M(T 7 (v ir -^v n )) 等于 
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0 

ci 0 

10.18 c 2 


Cn 


在这个矩阵中，除了右上角的元素和紧位于对角线之下的那条 
直线上的元素之外，其余元素都等于 0. 我们来求 T 的行列式. 
注意到 


,T n ~V) 

― (^1 5 ^1^2 5 ^ 1^2 ^ 3 ? ° ， Ci . . . Cji—iVn^. 


回想一下，如 
果算子 ： T G 
C ( V ) 的极小多 
项式的次数为 
dimF , 那么 r 
的特征多项式 
等于 T 的极小 
多项式.计算 
板小多项式通 
常是求特征多 
项式的有效的 
方法. 


因此…是线性无关的(所有的 c 都非零).于 
是，如果 p 是次数不超过 n - 1的非零多项式，那么 p ( T) Vl + 0. 
也就是说， T 的极小多项式的次数不可能小于 n . 你应该验证， 
对每个 j 都有 T n Vj = ci … c n Vj ， 于是= ci • • * c n I . 因 
此 f 是: T 的极小多项式.因为 n = diml /， 所以 

- ci • • • c n 也是 r 的特征多项式.用 (- i ) n 乘以这个多项式 
的常数项得 


10,19 det T 二 (- l) n_1 ci … c n . 

如果某个等于0,那么显然 r 不是可逆的，从而 det r 二0,于 
是同样的公式仍然成立.因此，为使 detT = detX ( T ), 我们必 
须让 10.18 的行列式等于 (_ i ) n - i Cl ... Cn . 但我们现在还没有 
足够的证据来给出任意方阵的行列式定义的一个合理的猜想. 

为了计算一类更复杂的算子的行列式，我们引入排列的概 
念. （1， …， n ) 的一个排列 ( permutation ) 是一个组 （ m !， …， 
m n ), 其中 1, …， n 中的每个数恰好出现一次. （1，…， n ) 的所有 
排列组成的集合记为 permn . 例如，（2, 3,… , n , 1) G permn . 你 
应该想到，把前 n 个正整数按某种顺序排起来就是 permn 的一 
个元素，为了简单起见，我们将讨论由复数组成的矩阵（现阶段 
我们只提供动机——正式的证明将在后面给出).假设 F 是复 
向量空间，并设 ci , … •， c n G C , ( W ， …，〜）是 V 的基.考虑 
可以如下得到的排列 （ Pi ， …， Pn ) G permn : 将（1，…， n ) 拆成 
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连续整数的组，然后把每组的第一项移到该组的最后.例如，取 
n = 9,则排列 

10.20 (2, 3,1,5,6, 7,4,9, 8) 

可以这样得到：将（1，2, 3)，(4, 5,6, 7)，(8, 9) 各组中的第一项移到 
最后，得到（2, 3, 1), (5, 6, 7,4)，(9,8)，然后再把它们放在一起即得 

10.20. 设算子 T e OV ) 使得 

10.21 Tvk — CkV Pk , fc = l ,..， n . 

我们想求 detT 的公式.这推广了前面的例子，这是因为，如果 
(Pi ， …， Pn ) 恰好是排列（2,3, . • •， n ， 1)，那么矩阵等于 10.18 的 
算子 T 与 10.21 所定义的算子是相同的. 

由 10.21 所定义的算子 T 关于基 , v n ) 的矩阵是如 
下的分块对角矩阵 

" A x 0 

A = ••• ， 

，感0 Am 

其中每个块都是形如 10.18 的方阵 . T 的所有本征值等于 A l5 
• • • ， A m 的所有本征值的并集（参见第9章习题 3). 回想一下， 
复向量空间上的算子的行列式是其本征值的乘积，可见，方阵行 
列式的定义应该使得 

detA = ( detAi ) •• • ( detA m ) ^ 


然而我们已经知道如何计算每个与 10.18 同形（当然 n 的取值 
可能不同）的 A , 的行列式.把所有这些合起来应该有 

det A = (―1 广 - 1 . . 1 广 m-i Ci … Cn ， 

其中 Aj 的大小为~ xr ^. 数（―1广 - l . J - l 广1称为排列 
(2^ …， Pn ) 的符号，记为 sign ( pi , ••- , p n ) (这只是一个临时的 
定义，等到我们定义了任意排列的符号之后将改用一个等价的 
定义). 
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有些教材使用 
不必要的奇特 
术语正 负号函 
数 (signum), 
它的意思就是 
符号 


要把它写成不依赖于特殊排列 ， Pn ) 的形式，令 a # 
表示 A 中第 j 行第 fc 列 元素; 那么 


!0 若 j 辛 p k ，， 
\ Ck 若 j 二 Pk . 


于是 

10.22 

det A — E ( sigi^mi ，.… , m n )) a miA -- a mnj7? ., 

(mi ， … ,m n )Gperm n 

这是因为除了对应于排列的那个和项之外，其余的 
每个和项都等于 0. 

现在考虑任意 矩阵在 其中第 j 行第 fc 列的元素为受 
上一段的启发，我们猜想 det A 应该定义由 10.22 定义.可以证 
明这是对的.现在我们可以忽略动机，开始更加正式的推导.首 
先，需要定义任意排列的符号. 

如果在组 ( m lr .. ， m n ) 中，使得 j 出现在 A ; 后面的整数对 
1 ^ j < k ^ n , 的个数是偶数，则定义排列 （ mi , … ， m n ) 
的符号 （ sign ) 为1;如果这样的整数对的个数是奇数，则定义排 
列 ( m lr .. , m n ) 的符号为 -1 . 也就是说，如果自然顺序被改变 
了偶数次，那么排列的符号等于1;如舉自然顺序被改变了奇数 
次，那么排列的符号等于- 1. 例如，在排列 (2,3, … .， n ， l ) 中，使 
得 j < k 并反序出现的整数对 （ j ， fc ) 只有 (1，2)，（1，3)， ... ，（1， n ); 
因为这样的对共有 n - 1 个，所以这个排列的符号等于 （-1 广-1 
(注意，与 10.19 中出现的量一致). 

通过将排列（1，2,3,4)中的前两个元素互换所得到的排列 
(2，1，3,4)的符号为 -1. 下一个引理表明，互换任给排列中的任 
意两个元素都会改变该排列的符号. 

10. 2 3 引理： 互换排列中的两个元素将改变排列的符号. 

证明： 假设有两个排列，其中第二个排列是通过互换第一个 
排列中的两个元素得到的.如果被互换的两个元素在第一个排 
列中是以自然顺序出现的，那么它们在第二个排列中就不再以 
自然顺序出现，反之亦然.因此，互换使得这两个元素组成的数 
对的反序数目的改变量为1或者 -1 (两者都是奇数). 
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考虑介于被互换的两个元素之间的元素.如果中间的一个 
元素最初和被互换的第一个元素是按照自然顺序出现的，那么 
在互换之后它们就是反序出现的，反之亦然.类似地，如果中间 
的一个元素最初和被互换的第二个元素是按照自然顺序出现的， 

那么在互换之后它们就是反序出现的，反之亦然.于是，对于中 
间的每个元素来说，这样的互换最终使得与之有关的反序数对 
的数目的改变量为2, 0,或者 -2 (都是偶数). 

对于所有其他的元素，相关的反序数对的数量没有变化.所 
以反序数对的数量的实际变化总量是一个奇数.于是第二个排 
列的符号等于 -1 乘以第一个排列的符号. ■ 

如果 A 是 n x n 矩阵， 

^1,1 … ^ l,n 

10.24 A= : :， 

_ CLn,l .•’ ^n,n 

这个定义的动 
机来自 10.22. 


例如，若 A 是1 x 1矩阵 [ ai , i ], 那么 det A = ai ? i , 这是因 
为 perml 中只有一个元素，即（1)，所以它的符号是 1. 再看一 
个更有趣的例子，考虑一个典型的 2 x 2 矩阵.显然 perm 2含有 
两个元素，即（1，2)和（2,1)，它们的符号分别是1和 -1. 因此 


那么4的行列式 ( determinant ), 记为 det A , 定义为 

10.25 

det A = ^2 (sigi^mi •. • .. •“ 爪 …… 

(mi,••• ,m n )Gperm n 


10.26 


det 叫 1 札 2 
^2,1 «2,2 


— ai ， ift2,2 — a2 ， iai ， 2. 


为了保证你理解这个过程，你应该找出3 x 3矩阵 


^ 1,1 

» 1,2 

« 1,3 

^ 2,1 

^ 2,2 

« 2,3 

« 3,1 

« 3,2 

« 3,3 


的行列式公式,这只要利用上面给出的定义即可（即使你已经知 
道答案也应该这么做). 


集合 perm 3 中 
含有6个元 
素.一般来说, 
permn 中含有 
n \ 个元素.注 
意，当 n 增大 
时， n ! 迅速增 
大. 
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我们来计算下面的上三角矩阵的行列式， 

«i,i * 

A 二 •• ♦ 


排列（1， 2 ，一 ， n ) 的符号为 1，因此给出 det A 的定义10. 2 5中 
的一项 ay … a n , n . 任意其他的排列 （mi ，… 5 m n ) G pernin 至 
少包含一个元素?7^使得 m 7 . > j ，即 amjj = 0 ( 因为 A 是上三 
角矩阵).于是 det A 的定义 10.25 中其他的每个和项对求和都 
没有贡献.因此 detA = a M . .- a n , n . 也就是说，上三角矩阵的 
行列式等于对角线元素的乘积.特别地，由此可得，如果 V 是复 
向量空间 ，: T G C(V), 并且取 V 的一个基使得关于此基 M(T) 
是上三角矩阵，那么 detT = detX(T). 我们的目标是证明这个 
结论对 V 的每个基都成立，而不只是对给出上三角矩阵的基成 
立. 


通过推广上一段的计算，下面将证明，如果4是分块上三 
角矩阵 

Ai * 

A = '• ， 

0 A m _ 

其中每个 A , •都是1 x 1或2 x 2矩阵，那么 

10.27 det A = (det ^4 i )... (det A m ). 

要证明这一点，考虑 permn 中的一个元素.如果这个排列把对角 
线上对应于某个1 x 1块的指标移到任何其他位置，那么这个排 
列在定义 det A 的和式 10.25 中对求和就没有贡献（因为4是 
分块上三角矩阵).对于对角线上的一个2 x 2块所对应的一对指 
标，排列一定保持这对指标不变或者把它们 互换； 否则，这个排 
列在定义 det A 的和式 10.25 中对求和也没有贡献（因为 A 是分 
块上三角矩阵).根据这些观察和2 x 2矩阵的行列式公式 10.26 
可得 10.27. 特别地，如果1/是实向量空间， r e C(V), 并且取 y 
的一个基使得关于此基 M(T) 是形如 9.10 的分块上三角矩阵， 
而且对角上都是1 x 1或者2 x 2块，那么 detr = det 人 1( T ). 
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我们的目标是要证明，对每个 r e £00和 v 的每个基都 
有 det：T = detX(r). 为此，需要给出行列式的一些性质.下面 

的引理是其中的第一个性质. 

10.28 引理： 假设 A 是一个方阵.如果 S 是通过互换 A 的两 
列所得到的矩阵，那么 


推导行列式的 
性质足以写一 
整本书.幸好我 
们只需要一些 
基本性质. 


det A = — det B. 

证明： 设 A 由 10.24 给出，并且 B 是通过互换 A 的两 
列得到的.考虑 det A 的定义中的和式 10.25 以及 detB 的定 
义中的相应和式.这两个和式中出现的那些 a 的乘积是相同 
的，只是相应的排列不同，而且 detB 的排列是通过互换 det A 
的相应排列中的两个元素得到的，所以 detJS 的排列的符号等 
于 det A 的相应排列的符号乘以 -1 (参见 10.23). 因此 det A 
— 一 d.6t B. _ 

如果 r e £(V), 并且 r (关于某个基）的矩阵具有两个相同 
的列，那么 T 不是单的，于是 detT = 0. 虽然对下一个引理的 

这个解释看似合理，但却不能当成证明，因为我们现在还不知道 
det T = det M(T), 

10.29 引理： 如果方阵 A 有两个列是相同的，那么 det A 二 0. 

证明： 设方阵 A 有两个列是相同的.把4的这两个相同 
的列互换仍得到最初的矩阵克因此，由 10.28 (取 JS = A) 得 
det A = — det A, 从而 det A = Q. ■ 

本节比较长，所以我们暂停一段.每章第一页出现的符号 
氺是用来占地方的装饰，这是为了使每章的第一节从下一页开 
始.第1章有1个这样的符号，第2章有2个这样的符号， 
侬此类推.这些符号随着章的增加而变小.你可能还没有注意 
到，各章开头的这些符号所占的面积之和是相同的.例如，第 
10 章开头的每个符号的直径都等于第1章开头的符号的直径的 
l/x/10. 
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我们需要引入一种记号以便利用矩阵的列来表示矩阵.如 
果4是 n x n 矩阵 



那么我们可以把 A 的第列看作一个 n x 1 矩阵 

a l，k 

ttfc = : • 

^n,/c 


我们将把 A 写成 

[dl • • • Q-n] 1 

这里把看作 A 的第列.釆用这样的记号要注意，具有两 
个下标的 a # 表示 A 的一个元素，而具有一个下 标的以 表示 
A 的一个列. 

下一个引理说明，把矩阵 A 的列重新排列，行列式就变成 
了 A 的行列式乘以这个排列的符号. 


有些教材把行 
列式定义为方 
阵的函数，这 
个函数分别 
对每个列都是 
线性的，并且 
满足 10.30 和 
det 1 = 1 . 要证 
明这样的函数 
存在且唯一需 
要做大量的工 
作. 


10.30 引理：设 A = [ ai … a n ] 是 n x n 矩阵.如果 
( mi , - - - , m n ) 是一个排列，那么 

det[a mi … amj = (sign—i ， … ， m n ))det A. 

证明：假设 ( ma ，…， m n ) e permn . 我们可以通过一系 
列步骤把矩阵 [ ••- a mri ] 变成每一步我们都 
互换两列，因此所得到的行列式等于前一个行列式乘以 -1 ( 参 
见 10.28). 所需要的步骤数等于把排列 ( rm ,... , m n ) 变成排列 
(1，…， n ) 所需要的互换元素的次数，为了完成证明，只需注意 
到如果的符号为1 ,那么这个次数是 偶数； 如果 
( mi ,--. , m n ) 的符号是-1，那么这个次数是奇数（由10.23,并 
注意到排列 ( I ,-** , n ) 的符号为 1). ■ 


令^4 = [ <^ • • • a n ]. 对于1 < fc < n , 把第 fc 列之外的 
列都看作是固定的.我们有 
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det A — det[ai … ak … a n ], 

并且我们可以把 det A 看作第 fc 列％的函数.这个函 数把％ 
映成上面的行列式，而且是从 F 上的 n x 1矩阵所构成的向量 
空间到 F 的线性映射.线性由 10.25 易得，因为 10.25 中的每个 
和项都恰好包含4的第 fc 列中的一个元素. 

我们现在可以证明方阵的行列式的一个主要性质.通过这 
个性质我们能够把算子的行列式和它的矩阵的行列式联系起来. 
注意，这个证明比关于迹的相应结果的证明要复杂得多（参见 
10.9). 

10.31 定理： 如果 A 和 B 是大小相同的方阵，那么 

det{ AB) = det(-BA) = (detA)(detjB). 

证明： 设盔=[〜 … 〜] ，其中每个 q 都是 A 的一 
个 n x 1的列.令 


^ 1,1 h,n 

B = j J =[b\ ••- 6 n ], 

_ … b n ， n • 

其中每个都是 B 的一个 n x 1 的列.令 e ； e 表示第 A ; 行的元 
素等于1，其余元素都等于0的 n x 1矩阵.注意到=叫 
= bfc . 进一 '步 有， bm ， ke m . 

首先证明 det { AB ) = (det A)(det B ). 对矩阵乘法的定义稍 
加回忆即得 AJ 5 = [ Ah ... Ab n ]. 因此 


det ( AB ) 
det [ Abi 
det 


det 


- Ab n ] 

^r 1 ■飞 Tl 

〉 lAerr 


• D ， 


1 ^ rn 7 

Ae r 


E n 


bmi,i • • • ^m n ,n detfAe-] 


Ae mn _ 


其中最后一个等式是反复利用 det 作为第一列的函数是线性的 
这个性质得到的.在上面的最后一个求和式中，存在某个 j # fc 
使得的所有项都可以忽略，因为具有两个相同列的矩 


这个定理是由 
法国数学家比 
内 (Jacques Bi - 
net ) 和柯西于 
1812年首先证 
明的. 
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阵的行列式等于0 ( 由 10.29). 因此，我们不需要对 m u …， m n 
的所有取值求和，而只需对使得这些具有不同值的排列求 
和，其中每个％都取值于1 ，…也就是说 

det ( AB ) 

二 > : ^m n； n dct [ Ae mi A.S njr ^ j 

(mi, ••- ,m ri )e perm n 

= … ， m n ))detA 

(mi，... ,m n )Gperm7i 

=(det A ) ^ ( sign ( mi , ♦•- , m n ))6 mij i •••6 mn5Tl 

(mi, - - ,m n )epevinn 

=(det A ) (det U ), 

其中第二个等式由 10.30 得到. 

上一段证明了 det ( y 4 J 3) - (det A)(det B ). 互换 A 和 B 
的角色得 det ( BA ) - (det 1 ?)(det A )， 即 det ( BA ) = (det A ) 
(det B ). ■ 

现在我们可以证明，算子的矩阵的行列式与计算这个矩阵 
所使用的基无关. 


注意，这个证 
明与关于迹的 
类似结果的证 
明相似（参见 
10 . 10 ). 


10.32 推论： 假设 re £( F ). 如果 （ w . , u n ) 和 ( m ，..- , v n ) 
都是 V 的基,那么 

det M{T, (ixi, ••- , u n )) det M(T, (tn ，…， v n )). 

证明：假设 （ t / i , … ， tx n ) 和 （ t ； i ， …， t ; n ) 都是 F 的基，并设 
A = M(I, (^l, ••- •• - , Vn)), 

那么 

det M{T, (tii, •• - ,tt n )) = det{A~ l (M{T : (t ； i, - - - ， v n ))A)) 

= det((>f(T, ，〜⑽义 - 1 ) 

» det M{T, (vi, •• - ,v n y), 

其中第一个等式由 10.3 得到，第二个等式由 10.31 得到.第三个 
等式完成了证明. ■ 
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下面的定理是说，算子的行列式等于该算子的矩阵的行列 
式.这个定理并没有指明所用到的基，这是因为根据上面的推 
论，对于每个基来说，算子的矩阵的行列式都相同. 

10.33 定理： 若: T e £( V ), 则 detT - detM ( T ). 

证明： 令 r G C { V ). 上面已经注意到，由 10.32 可知 det 
M ( r ) 与 v 的基的选取无关.因此，要证明对 v 的每个基都有 

detT = det M { T ), 

只需证明上面的等式对 V 的某个基成立，而这是已经证明过的 
(在230 页)： 可取 V 的一个基使得关于此基 M { T ) 是上三角矩 
阵（如果 V 是复向量空间）或者是适当的分块上三角矩阵（如果 
V 是实向量空间)。 ■ 

如果知道了复向量空间上一个算子的矩阵，利用上面的定 
理，不求算子的任何本征值就可以求出所有本征值的乘积.例 
如，考虑 C 5 上矩阵为 

0 0 0 0 -3 " 

1 0 0 0 6 

0 10 0 0 

0 0 10 0 

0 0 0 1 0 

的算子.没人知道这个算子的任何本征值的精确公式，但是我们 
却知道它的本征值的乘积等于 -3, 这是因为上面矩阵的行列式 
等于 -3. 

通过转换成矩阵行列式的语言，利用上面的定理容易证明 
算子的行列式的一些有用的性质，其中有些性质是已经证明过 
的，或者是显然的.我们在下一个推论中就来这么做. 

10.34 推论： 若 则 


det ( ST ) = det ( TS ) = (det 5 )(det T ). 
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大多数应用数 
学家认为，行列 
式很难用于复 
杂的数值计算. 


证明： 假设 S，T € £00.取 F 的任意一个基，则有 
det ( ST ) = det M { ST ) 

= det ( M { S ) M { T )) 

=(det , M (5))( detA ^(2 n )) 

二 (det S){det T), 

其中第一个等式和最后一个等式由 10.33 得到，第三个等式由 
10.31 得到. 

上一段证明了 det ( ST ) = ( det 5)( detT ). 互换 S 和 r 的角 
色即得 det { TS ) = (det T)(det 5). 因为 F 中元素的乘法具有交 
换性，所以上面的等式又可以写成 det ( T 5) = (det 5)( detT ). ■ 


§10.5 体 积 

在这最后一章，我们在引入行列式之前就已经证明了线性 
代数的基本结果.虽然行列式作为更高等的课题的研究工具是 
有价值的，但是它们在基础线性代数中并未发挥多少作用（当该 
课题得到恰当处理时).行列式在大学数学中确实有一个重要的 
应用，即计算某些体积和积分.在这最后一节中，我们将利用所 
学习的线性代数知识来弄清楚行列式和这些应用之间的联系.因 
此我们将利用线性代数来处理分析中的一部分内容. 

首先来看研究体积时需要用到的一些纯线性代数的结果.回 
想一下，内积空间中的等距同构是保持范数的算子.下一个结果 
表明，每个等距同构的行列式的绝对值都等于 1. 


10.35 命 题：设 V 是内积空间.若 S e C { V ) 是等距同构，则 
| det 5 卜 1. 

证明： 设 S e C { V ) 是等距同构.首先考虑 V 是复内积空 
间的情形.此时 S 的所有本征值的绝对值都为 1 ( 由 7.37) .因 
此， S 的所有本征值（计重数）的乘积的绝对值也为 1 . 也就是 
说， |detS| = 1. 
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现在假设 V 是实内积空间，那么 F 有一个规范正交基使得 
S 关于此基有分块对角矩阵，其中对角线上的每个块或者是由1 
或 -1 组成的1 x 1矩阵，或者是如下形式的 2 x2 矩阵 


10.36 


cos 6 — sin 6 

sin 0 cos 6 


其中 0 (0，Jt) (参见 7.38). 注意到每个形如 10.36 的矩阵的特 
征多项式的常数项都等于1 (因为 cos 2 0 + sin 2 0 = 1). 因此， S 

的每个本征对的第二个坐标都等于 1. 于是 S 的行列式是一些 
1 和一些 —1 的乘积.特别地， | det^j = 1 . B 


设 V 是实内积空间 ， S e C ( V ) 是一个等距同构.由上一个 
命题， S 的行列式等于1或者 -1 . 注意到 


{v G V : Sv = — 1；} 

是由 S 的相应于本征值 -1 的所有本征向量组成的 V 的子空 
间（或者是子空间 {01 , 如果-1 不是 S 的本征值).从几何的 

角度考虑，我们可以说这个子空间是 >5的反向子空间.仔细考 
察上一个命题的证明可知，如果这个子空间的维数是偶数，那么 
det 5 = l ; 如果这个子空间的维数是奇数，那么 detS = -1. 

实内积空间上的自伴算子没有本征对（由 7.11). 因此，实内 
积空间上的自伴算子的行列式等于它的所有本征值（计重数）的 
乘积（当然，这个结论对复向量空间上的任意算子都成立，无论 

是不是自伴的). 

回想一下，如果 v 是内积空间，并且 r e C { V ), 那么 r*T 
是正算子，因此有唯一的正平方根，记为 Vf^T (参见 7.27 和 
7.28). 因为： TT 是正的，所以它的所有本征值都是非负的（还 
是参见 7.27), 于是它的行列式是非负的.因此在下面的讨论中 
不需要对 det T*T 取绝对值. 

10.37 推论： 假设 y 是内积空间.若: r e £00,则 


|det T \ = dety / T * T . 
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本章的习题 24 
提示了这个推 
论的另一个证 
明. 


我们没有给出 
短语“反向”的 
正式定义，因为 
这些解释只是 
为了帮助直观 
理解，而不是严 
格的数学. 


证明： 假设: T G C(V). 由极分解（ 7.41 )，存在等距同构 
se ay) 使得 


T = 5\/T*T. 


因此 


|det T\ ---- |det Sldetv^T 
=det VT*T, 

其中第一个等式由 10.34 得到，第二个等式由 10.35 得到. ■ 

设 F 是实内积空间，并且 r G ay) 是可逆的. detT 是正 
的或者是负的.仔细考察上面推论的证明可以帮助我们给各种 
情形都找出一个几何解释.要看到这一点，首先对正算子： T*T 
应用实谱定理 (7.13), 得到 y 的一个规范正交基 ，…， e. n ) 使 
得 Vr^fe 3 - 其中 At ，…， A n 是 Vt ^T 的本征值，按照重 
数重复.因为每个\都是正的，所以 VT^T 根本不使任何向量 
反向.现在考虑极分解 


T = SVf^T, 


其中 S G C{V) 是一个等距同构，则 detT - (det 5)(det 
因此， detT 是正的还是负的取决于 det 5 是正的还是负的.前 

面我们已经看到，这取决于 S 的反向子空间是偶数维的还是奇 
数维的.因为 r 是 S 和一个根本不使任何向量反向的算子（即 
VT^T) 的乘积，所以我们有理由说 detT 是正的或者是负的取 
决于 r 使向量反向偶数次还是奇数次. 


现在转向体积问题，这里只考虑（带有标准内积的）实内积 
空间 R ". 我们给 R " 的每个子集 Q 指定一个 n 维体积，记为 
volume 0 (当 n = 2 时，通常称之为面积而不是体积).首先讨 
论立方体.立方体的体积具有很好的直观 . R n 中边长为 r ， 以 
(A ， … ， x n ) G R n 为顶点的立方体 (cube) 是集合 


• , y n ) ^ ： Xj < Vj < Xj + r, j = 1， . • • ， n}; 
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你应该验证，当 n = 2时，这是正方形，当 n = 3时，这是我们 
熟悉的3维立方体 . 中边长为 r 的立方体的体积定义为 r - 

定义任意集合的体积的思想就是把 D 写成很多小立方 
体的并集,然后再把这些小立方体的体积相加.用小立方体的并 

(可能是无限并）逼近 Q 越精确，对的体积的估计就越好. 

与其给体积下一个麻烦的严格定义，倒不如使用体积的直 
观概念.本书的目标是理解线性代数，而体积的概念是属于分析 
的（不过我们很快就会看到体积与行列式的紧密联系).因此，在 
本节的其余部分我们将借助体积的直观概念，而不去做严格的 
推导.但是在接下来所涉及的线性代数部分我们还是要保持一 
贯的严密.这里所有关于体积的陈述都是正确的 —— 这里所给 
出的直观论证都可以利用分析手段转化成正式的严格证明. 
对于: T G C { V ) 和 Q c R ' 定义 T ( n ) 为 

T ( fi ) = {Tx : x G il }. 

我们的目标是利用 T 和 D 的体积来找出 T ( il ) 的体积公式.先 
来看一个简单的例子.设 Ai ，…，是正数.定义 T e £(R n ) 为 
x n ) 二 （ Awi ，…， A n x n ). 如果 D 是 R 7 1 中的一个边长 
为 r 的立方体，那么 T ( Q ) 是 W 中的一个边长为 , A n r 
的盒子.这个盒子的体积为的体积为，因 

此这个特定的 T 作用在一个立方体上所得到的体积是原来的 

入工…;\打倍，即 detT 倍. 

同上，假设\，…， A n 都是正数.现在假设 （ e l5 • • • ， e n ) 是 
R n 的规范正交基， T 是 R 7 1 上的算子，使得 Tq 二 A . e ,, j = 
1 ， …， n . 在 （ ei ，…， e n ) 是 R " 的标准基的特殊情况下，这个算 
子与上一段所定义的算子相同.甚至对任意的规范正交基 （ e l5 
. -•,〜)，这个算子与上一段所定义的算子都具有相同的性质 
——它把第 j 个基向量乘以一个因子因此，我们有理由假 
设， 这个算子也把体积乘以了一个因子&… A n ， 即乘以了 detT . 


熟悉外测度的 
读者会看出这 
里的概念. 
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在介绍本节的主要结果之前，我们还需要一些材料.设 S e 
C ( R n ) 是任意一个等距同构.对于 e R ' 我们有 

\\ Sx - Sy \\ = y )|| 

也就是说， s 不改变两点之间的距离.你能想象得到，这意味着 

S 不改变体积.具体地，若 d C 贝 ll volume iS ( fi ) = volume U . 

现在我们可以给出伪 证明： 算子 r e £( R ") 的作用使体积 

变成了原来的 | detT | 倍. 

« 

10.38 定理: 若 r e £( R n ) ，则 

volumeT ( f 2) = | detT | (volume fi ), ft C R n . 

证明 ：首先 ，考虑 re £( R ") 是正算子的情形.设乂，…， A u 
是: r 的所有本征值，按照重数重复.每个本征值都是非负数（参 
见 7.27). 由实谱定理 (7.13), V 有规范正交基 （ ei ，…， e n )， 使得 

对每个 j 都有7^二如上面的讨论，这说明 T 的作用使 
体积变成了原来的 |detT| 倍. 

现在假设 r e £( R ") 是任意一个算子.由极分解（7.41)，存 
在一个等距同构 S G C ( V ) 使得 

T = SVT * T 。 

若 n c R n ，则 T (^) = s ( Vr ^ T { n )). 因此 

volume T(O) = volume S ( VT * T ( fl )) 

=volume VT * T ( rt ) 

— (det a / T ^ T)(volume fi ) 

=I det T| (volume O), 

其中第二个等式成立是因为等距同构 S 不改变体积（如上面 
的讨论)，第三个等式成立是根据前面的讨论（应用于正算子 
Vf ^ T ), 第四个等式成立是根据 10.37. ■ 
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上面的定理导致了行列式在重积分的变量替换公式中的出 
现.要说明这一点，我们还是要使用含糊而直观的语言.如果 
n C R -, 并且/是 Q 上的一个实值函数（不必是线性的)，那 
么/在上的积分 ( integral ), 记为/ f 或者 J f{x)dx, ^ 

义如下：将分成足够小的小块使得/在每个小块上几乎都是 

常数；在每个小块上用/的值（几乎是常数）乘以这个小块的体 
积， 然后再对所有的小块求和，就得到了积分的一个近似.对 D 
的分块越细，这个近似就越精确 . Q 实际上应该是一个适当的集 
合（例如，开集或可测集)，并且/也应该是一个适当的函数（例 
如， 连续的或可测的)，但是我们不必担心这些技术问题.注意到 

/ /( aOdz 中的1应该是一个哑变量，可以用其他任何符号代替. 

固定集合 ncK n 和函数（不必是线性的 ） a : n — R .' 我 
们将用 a 对积分做变量替换.在做变量替换之前需要定义 a 的 
导数 （ derivative )， 这个概念用到了线性代数。对于 x G D ， r 
在: r 点 的导数是一个 算子: T e £( R -), 使得 

\\ a{x + y )- a { x ) - Ty \\ 


如果存在满足上式的算子 ： r e £( R "), 则称 a 在 X 点是 可微的 
( differentiable ). 如果 cr 在 x 点是可微的，那么存在唯一的算 
子 r G £( R ") 满足上面的等式（我们将略去其证明).这个算子 
T 记为 ^( x ). 直观地说，我们的想法是，对固定的 x 和很小的 
\\ y \\, cr ( x ) + ⑷ )(#) 是 a(x + y ) 的一个很好的近似（注意到 
cr f { x ) G £( R n ), 所以这种写法是有意义的).注意，对固定的: r , 
加上 (7(0；) 不改变体积.所以，如果 r 是 n 的一个包含 x 的小子 
集，那么 volume cr(r) 近似于 volume (r). 

因为 a 是从 D 到 R " 的函数，所以可以写成 


如果 n 二1,那 
么这种意义下 
的导数就是乘 
以一元微积分 
中通常意义下 
的导数所诱导 
的 R 上的算子. 


cr( ： r) = (01 (X),… ， cr n (x ))， 

其中每个％都是从到 R 的函数 . ^对第 fc 个坐标的偏导 
数记为 D k aj . 求这个偏导数在点 xeQ 的值得 D k Gj { x ). 如果 
a 在: r 点是可微的，那么 a \ x ) 关于 R 7 1 的标准基的矩阵的第 j 
行第 fc 列元素为 D k aj ( x ) (我们将略去其证明).也就是说， 
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如果你不熟悉 
极坐标和球坐 
标可以跳过本 
节的其余部分. 


D^iix) ••- D n a 1 (x) 

10.39 M{a{x)) 二： : 

Di<J n (x) * (^) 

设 a 在中的每一点都是可微的，并且 a 在 Q 上是单的 . 
令 / 是定义在 o{n) 上的实值函数 . 令 : r 6 n ， 并且 r 是的一 
个包含 :r 的小子集 . 上面注意到 

volume <j(r) ^ volume(a’(x))(r )， 

其中符号《表示约等于.由 10.38 即得 

volume o-(r) ^ jdet a’(x)| (volume r), 

令 y 二 ct{x). 在上式左端乘以 f(y), 右端乘以 f{cr(x)) (因为 
y=: civ), 所以这两个量是相等的)，得到 


10.40 /( y ) volume a ( r ) ^ /(cr(x))|det cr’(a;) | (volume r ). 


现在，把 O 分成许多小块，并且把 10.40 对所有的小块求和，得 
到 

10.41 [ f{y)dy = [ f(a(x))\det a(x)\dx. 

Ja(n) Jn 

这个公式就是我们想要的结果，称为变量替换公式，因为你可以 
把 y = ab ) 看作一个变量替换. 

进行变量替换的关键是要像 10.41 右端那样包含因子 |det 
^(x)|. 最后，通过两个重要的例子来说明这一点.当 n = 2 时， 
可以利用由极坐标诱导的变量替换.在这种情况下， a 定义为 

a(r，G) = (r cos0,r sin0), 

熟悉极坐标的人显然都知道为什么我们在这里使用 r *,0 作为坐 
标，而不用 (而对其他人来说却很神秘).对于 (7 的这个选 

取，你应该验证，相应于 10.39 的偏导数的矩阵是 
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cos 6 —rsinO 
sin 6 r cos 6 

上面矩阵的行列式等于 r ， 这就解释了在利用极坐标计算积分时 
为什么需要因子 r . 

最后，当 n = 3时，可以利用由球坐标诱导的变量替换 .在 
这种情况下， a 定义为 

a(p : 6) = (p sin cp cos 0^ psiiup sin 0^ p cos ip) , 

熟悉球坐标的人显然都知道为什么我们在这里使用 P ， e ， 作为 
坐标，而不用^!^ 2 ,0；3 (而对其他人来说却很神秘).对于 a 的 
这个选取，你应该验证，相应于 10.39 的偏导数的矩阵是 

sin w cos 6 p cos^p cos 6 —p sin(^ sin 6 
sincp sin 6 p cos^p sin 6 p simp cosO , 

cos# -p sirup 0 _ 

你还应该验证，上面矩阵的行列式等于 p 2 sin ^, 这就解释了在 
利用球坐标计算积分时为什么需要因子 p 2 sin ^. 
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习 题 

1. 设 ： T e £( y )， 并设，％)是^ 的 基证呢 M ( T , ( Vl , 

是可逆的当且仅当 r 是可 逆的. 

2. 证明： 如果 A 和 S 是大小相同的方阵，并且= I ，那 

么 BA = J . 

3. 设 r e £( V ) 关于 v 的每个基的矩阵都相同.证明 r 是恒 
等算子的标量倍. 

4. 设 （ m ， •••，〜）*(%，•..，〜）都是 f 的基，并设算子 re 
^( V ) 使得对 k = 1,…， n 都有 2’ t ，/；； = t / fc . 证明 

M ( T , ( t » i , •• - , v n )) 二人^/ 〆 !^ ，… , u n ),( v lr - , v n )). 

5. 证明： 如果 B 是一个复方阵，那么存在可逆复方阵 A 使得 
A X BA 是上三角矩阵. 

6. 举出实向量空间 V RT e C { V ) 的例子，使得 trace(T 2 ) < 
0 . 

7. 设 y 是实向量空间 ，: r e c ( v ), 并且 y 有一个由 r 的本征 
向量组成的基.证明 trace ( T 2 ) ^ 0. 

8. 设 V 是内积空间，并且6 C { V ). 定 XT e £( V ) 为 
Tu — ( u , v ) w . 求 trace T. 

9. 证明： 如果 C ( V ) 满足 P 2 = P ， 那么 traceP 是非负整 
数. 

10. 证明： 如果 V 是内积空间，并且 T G C ( V ), 那么 

trace T * = trace T . 

11. 设 v 是内积空间.证明：如果 r e C ( V ) 是正算子，并且 
trace T — 0,那么 T = 0. 


12. 设算子 T G £( C 3 ) 的矩阵为 
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51 -12 -21 

60 -40 -28 . 

_ 57 —68 1 _ 

并且已知 -48 和24是 T 的本征值.不用计算机也不用笔， 
求: T 的第三个本征值. 

13. 证明或举 反例： 如果 T e £( V )， 并且 c G F , 那么 

trace ( cT ) = c trace T . 

14. 证明或举 反例： 如果 5, Tg £( V ), 那么 

trace (5 T ) — (trace S ) (trace T ). 

15. 设 T G C { V ). 证明：如果对所有 S G C { V ) 都有 trace ( ST )= 
0,那么 T 二 0. 

16. 设 y 是内积空间，并且证明：如果 ( ei ,... , e n ) 
是 y 的规范正交基，那么 

trace ( T * T ) = || Tei || 2 + . • • + || Te n || 2 . 

证明上式右端与 F 的规范正交基 （ e l7 ..., e n ) 的选取无关. 

17. 设 F 是复内积空间， re £( F )， 并设 At ，…， A 。 是： T 的本 
征值，按照重数重复.设 

「«1,1 ... 0^1 , n 1 


是 r 关于 v 的某个规范正交基的矩阵.证明 

pii 2 +…+1入 ni 2 彡 i a j , fci 2 - 

a ：— 1 j=i 

is .设 y 是内积空间.证明 

(5, r ) - trace ( ST *) 


定义了 C { V ) 上的一个内积. 
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习题19对无限 
维内积空间不 
成立，从而引出 
所谓的亚正规 
算予，亚正规算 
子的理论发展 
已经比较成熟. 


19. 设 v 是内积空间，并且 re c { v ). 证明： 如果对每个 
都有 

\\T M v\\ ^ \\Tv\l 

那么 r 是规范的. 

20. 证明或举反例：如果 r G C{V), 并且 c e f ， 那么 

det(cT) - c dimV detT . 

21. 证明或举 反例： 如果 S.Te C { V ), 那么 

det (5 4- T ) — det S + det T . 

22 . 设 A 是分块上三角矩阵 

A \ * 

A ^ • , 

0 A m , _ 

其中对角线上的每个都是方阵.证明 

det A = (det A \) - - - (det A m ). 

23 . 设 A 是一个 n x n 的实矩阵.令 S G £( C n ) 是 C n 上的 
算子,矩阵为 A 而了 € £( R 1 是 R 7 1 上的算子，矩阵也为 
A . 证明 trace S — traceT , 并且 det S = detT . 

24. 设1/是内积空间，并且 r G C ( V ). 证明 

detT * = detT . 

由此证明 | detr | = 这给出了一个与 10.37 不同 

的证明. 

25. 令为正数.求一个集合 C R 3 和一个算子 r G 
£( R 3 ), 使得 r (⑺等于椭球 

{( A "， 2 ) GR 3： ^2 + f 2 + ^2 <1 }' 


假设己知0的体积，求上面椭球的体积. 
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R , 2 
C, 2 
F, 3 

F r \ 5 
F°°, 10 
V{F), 10 
— oo, 23 
^m(F), 23 
dim F，31 
C{VW), 38 
/, 38 

null T, 41 

range T , 43 

M{T {vi ••- v n ) (u；i Wm)), 48 
M(T), 48 
Mat(?n n F), 50 
M(v), 52 

M(v (V! ••- Vn)), 52 
T- 1 , 54 
厶 (n 57 
deg p, 66 


Re, 69 
Im, 69 
z ,69 
|礼69 
T\u, 76 

M(T (vi •♦- ^n)), 82 
M(T), 82 
Pu,w, 92 
〈u t’〉，99 
HI，102 

(7 丄， 111 

Pu , H 3 
T *. 118 
㈡ ，120 
VT, 146 
S, 166 
*, 231 
T(Q), 239 
L/，241 
D k , 241 
242 





符号 

2x2 矩阵的特征多项式 (characteris¬ 
tic polynomial of a 2x2 matr¬ 
ix), 199 

A 

埃尔米特 (Hermitian), 128 

B 

伴随 (adjoint), 118 
半正定算子 (positive semidefinite 
operator), 144 
本征对 (eigenpair), 205 
本征对的重数 （multiplicity of an 
eigenpair), 205 
本征向量 (eigenvector), 77 
本征值的重数 （multiplicity of an 
eigenvalue), 171 
毕达哥拉斯定理 (Pythagorean 
Theorem), 102 
标量 (scalar), 3 

标量乘法 （scalar multiplication), 9 
标准基 (standard basis), 27 
不变的 (invariant), 76 

C 

长度 (length), 4 
乘积 (product), 41 
垂直 (perpendicular), 102 
次数 (degree), 22 

D 

代数学基本定理 （Fundamental 
Theorem of Algebra), 67 
带余除法 (Division Algorithm), 66 
单的 (injective), 43 
单位矩阵 (identity matrix), 214 


导数 （ derivative), 241 
等距同构 (isometry), 147 
点 (point), 10 
点积 (dot product) ； 98 
对标量乘法封闭 (closed under scalar 
multiplication), 13 
对加法封闭 （closed under 
addition), 13 

对角矩阵 （diagonal matrix), 87 
多项式 (polynomial), 10 

F 

泛函分析 （functional analysis), 23 
范数 （ norm)，98 
方阵的迹 (trace of a square 
matrix), 218 
非奇异矩阵 （nonsingular 
matrix), 214 

分块对角矩阵 （block diagonal 
matrix), 142 

分块上三角矩阵 （block upper- 
triangular matrix), 195 
复共轭 (complex conjugate), 69 
复谱定理 (Complex Spectral 
Theorem), 133 
复数 (complex number), 2 
复向量空间 （complex vector space), 9 
复向量空间的凯莱-哈密顿定理 

(Cayley Hamilton Theorem for 
complex vector spaces), 173 
复向量空间上算子的特征多项式 
(characteristic polynomial of 
an operator on a complex 
vector space), 172 

G 

格拉姆 - 施密特过程 (Gram-Schmidt 
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procedure), 108 
根 (root), 64 

共轭转置 （conjugate transpose), 120 
广义本征向量 (generalized 
eigenvector) , 164 
规范正交的 （ orthonormal)， 106 
规范正交基 (orthonormal basis), 107 

H 

核 (kernel), 41 
恒等映射 (identity map), 38 

J 

基 (basis), 27 

基变换 （change of basis), 216 
积分 (integral), 241 
极小多项式 (minimal 
polynomial), 179 
加法 （ addition)，9 
矩阵 （ matrix) ; 48 
矩阵的本征值 (eigenvalue of a 
matirix), 丄 94 

矩阵的对角线 (diagonal of a 
matrix), 83 

矩阵的行列式 (determinant of a 
matrix), 229 

矩阵的逆 (inverse of a matrix), 214 
绝对值 （absolute value), 69 

K 

可逆的 (invertible), 53, 214 
可逆矩阵 (invertible matrix), 214 
可微的 （ di.erentiable), 241 
柯西 - 施瓦茨不等式 (Cauchy-Schwarz 
inequality), 104 

L 

立方体 (cube), 238 
零空间 （null space), 41 

M 

满的 (surjective), 44 
幂零的 (nilpotent), 167 


N 

内积 (inner product), 99 
内积空间 (inner-product 
space), 100 

O 

欧几里得内积 fEuclidean inner 
product), 100 

P 

排列 (permutation), 226 
排列的符号 （sign of a 
permutation), 228 
平方根 （square root), 145 
谱定理 (Spectral Theorem), 133, 136 

Q 

齐次 (homogeneous), 47 
奇异矩阵 (singular matrix), 214 
奇异值 (singular value), 155 

S 

三角不等式 (Triangle 
Inequality), 105 
上三角的 (upper triangular), 83 
实部 （real part), 69 
实谱定理 （Real Spectral 
Theorem), 136 

实向量空间 （real vector space), 9 
实向量空间的凯莱-哈密顿定理 

(CayleyHamilton Theorem for 
real vector spaces), 207 
实向量空间上算子的特征多项式 

(characteristic polynomial of an 
operator on a real vector 
space), 206 

首一多项式 （monic polynomial), 179 
算子 (operator), 57 
算子的本征值 (eigenvalue of an 
operator), 77 

算子的行列式 (determinant of an 
operator), 222 

算子的迹 (trace of an operator), 217 
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算子的矩阵 （matrix of an 象 (image), 43 

operator), 82 向量 （ vector), 6, 10 

算子的立方根 (cube root of an 向量的矩阵 (matrix of a vector), 52 

operator), 159 向量空间 （vector space), 9 

算子的平方根 (square root of an 虚部 (imaginary part), 69 

operator), 159 


T 

特征值 （characteristic value)，77 
体积 （ volume), ‘238 
同构的 (isomorphic), 55 
投影 （ projection)，92 

W 

维数 （ dimension)，31 
无限维的 (infinite 

dimensional), 23 

X 

线性变换 (linear transformation), 38 
线性泛函 (linear functional), 117 
线性无关的 (linearly 
independent), 23 

线性相关 (linearly dependent), 24 
线性相关性引理 （Linear 

Dependent Lemma), 25 
线性映射 (linear map), 38 
线性映射的矩阵 （matrix of a 
linear map), 48 
线性映射的逆 (inverse of an 
operator), 53 
线性张成 (linear span), 22 
线性子空间 (linear subspace), 13 
线性组合 （linear combination), 22 


— 对 一 ■ 的 （ one-to-one), 43 

映上 (onto), 44 

酉算子 (unitary operator), 148 
有限维的 (finite dimensional), 22 
域 (field), 3 
元组 (tuple), 4 
约当基 (Jordan basis), 186 

Z 

张成（动词） (span), 22 
张成（名词） (span), 22 
整除 (divide), 180 
正负号函数 (signum), 228 
正规的 (normal), 130 
正交补 （orthogonal complement), 111 
正交的 （ orthogonal), 102 
正交算子 （orthogonal operator), 148 
正交投影 (orthogonal 
projection), 113 
正算子 (positive operator), 144 
直和 (direct sum), 15 
值域 (range), 43 
转置 （ transpose), 120 
自伴的 (self-adjoint), 128 
子空间 (subspace), 13 
子空间的和 (sum of subspaces), 14 
组 (list), 4 
坐标 (coordinate), 4 
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